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Задача о движении неограниченной кусочно-однородной струны3

Рассмотрена задача Коши для неограниченной струны, состоящей из двух однородных
частей с различной плотностью. Дана линейная постановка задачи. Получено решение за-
дачи в явном виде в однократных квадратурах. Построены графики струн с определённым
шагом по времени для различных комбинаций плотностей составной струны.

Ключевые слова: поперечное движение кусочно-однородной струны, задача Коши
для волнового уравнения, графическая иллюстрация движения составной струны

Введение. В реальных условиях под воздействием внешних сил протяжённые
объекты совершают те или иные колебания. К ним относятся пролёты мостов, балки,
антенны, рельсы и другие объекты. В математических моделях указанные процессы
приводят к краевым задачам математической физики для волновых уравнений. Про-
дольные колебания кусочно-однородных (составных) струн и стержней рассмотрены
в работах [2, с. 30; 4]. В задачах о поперечных колебаниях струн в учебнике [1, с. 20]
допускается зависимость силы натяжения струны от координаты. В других учебни-
ках [3, с. 13; 5, с. 24,] показано, что в линейной модели сила натяжения является
постоянной. В данной статье поставлена и решена задача о поперечном движении
составных струн. Отметим, что решение этой задачи допускает наглядную графиче-
скую иллюстрацию по сравнению с задачами о продольных колебаниях.

Постановка задачи. Рассмотрим в плоскости x, u движение неограниченной
струны −∞ < x < ∞, состоящей из двух однородных частей с различной плотно-
стью ρ1 и ρ2 соответственно в зонах D1 = (−∞ < x < 0) и D2 = (0 < x < ∞)
(ρi – заданные постоянные). Пусть струна находится под действием силы натяже-
ния, модуль которой равен T . Ось x совместим с положением равновесия струны и
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рассмотрим поперечные отклонения ui(x, t) точек струны от оси x в зонахDi. Отсюда
для функций ui(x, t) в Di задача имеет вид

∂ttu1 = a21∂xxu1, u1|t=0 = 0, ∂tu1|t=0 = 0, x < 0, (1)

∂ttu2 = a22∂xxu2, u2|t=0 = ϕ(x), ∂tu2|t=0 = ψ(x), x > 0, (2)

x = 0 : u1 = u2, ∂xu1 = ∂xu2, (3)

где ∂t = ∂/∂t, ∂tt = ∂2/∂t2, 0 ≤ t < ∞, t – время, a2i = T/ρi; ϕ(x) ∈ C2(R+),
ψ(x) ∈ C1(R+) – заданные функции. В принятой модели проекции силы натяже-
ния на оси x и u на правом конце любого элемента струны соответственно равны
T cosα = T (1 + ∂2xui)

−1/2 ≈ T и T sinα = T∂xui(1 + ∂2xui)
−1/2 ≈ T∂xui, где α – угол

наклона касательной к графику u = ui(x, t) в указанной точке, при этом сила натя-
жения не зависит от x и t [3, с. 13; 5, с. 24].

Первое условие сопряжения (3) выражает непрерывность струны в точке x = 0.
Для вывода второго условия (3) выделим малый элемент струны AB на отрез-
ке (0, x0). Применяя к AB второй закон Ньютона в проекции на ось u, получим
ρ2x0∂ttu2 = T∂xu2|x=x0 − T∂xu1|x=0. Здесь учитываем, что на левом конце силу натя-
жения создаёт часть струны в зоне D1. Отсюда при x0 → 0 получим второе условие
(3). Аналогичный результат получим, если рассмотреть элемент струны на отрезке
(−x0, x0). Отсюда в отличие от продольных колебаний, а также от поперечных ко-
лебаний струны с точечной массой [2, с. 30; 4; 6] проекция сил натяжения на ось u
непрерывна, включая точку разрыва плотности x = 0.

Для решения задачи (1)–(3) посредством подстановки

ξ =
a2
a1
x ≡

√
ρ1
ρ2
x, x < 0

приведём уравнение (1) к виду уравнения (2). Отсюда для функции u1(ξ, t) при ξ < 0
и функции u2(x, t) при x > 0 получим задачу

∂ttu1 = a22∂ξξu1, u1|t=0 = 0, ∂tu1|t=0 = 0, (4)

∂ttu2 = a22∂xxu2, u2|t=0 = ϕ(x), ∂tu2|t=0 = ψ(x), (5)

u1|ξ=0 = u2|x=0,
√
ρ1 ∂ξu1|ξ=0 =

√
ρ2 ∂xu2|x=0. (6)

Решение задачи. Представляя решение задачи (4)–(6) в виде

u1(ξ, t) =
2
√
ρ2√

ρ1 +
√
ρ2
f(ξ, t), ξ < 0, (7)

43



Учёные записки ЗабГУ. 2018. T. 13, № 4

u2(x, t) = f(x, t) +

√
ρ2 −

√
ρ1√

ρ1 +
√
ρ2
f(−x, t), x > 0, (8)

для функции f(x, t) получим классическую задачу Коши для однородной струны

∂ttf = a22∂xxf, −∞ < x <∞, (9)

f|t=0 = Φ(x) =

{
0, x < 0,

ϕ(x), x > 0,
∂tf|t=0 = Ψ(x) =

{
0, x < 0,

ψ(x), x > 0.
(10)

Решение задачи (9), (10) строится по формуле Даламбера [5, с. 50]

f(x, t) =
Φ(x− a2t) + Φ(x+ a2t)

2
+

1

2a2

x+a2t∫
x−a2t

Ψ(z)dz. (11)

Отметим, что для широкого класса начальных функций (10) функция f(x, t) (11)
строится в конечном виде.

Из выражений (4)–(8) следует, что если ρ1 < ρ2 (струна в D1 легче струны в D2),
то набегающая из D2 в D1 волна Q(x + a2t) в зоне D1 растягивается по осям x, u и
двигается быстрее (со скоростью a1 =

√
T/ρ1), чем в D2. При ρ1 > ρ2 волна Q(x+a2t)

в D1 сжимается по осям x, u и двигается медленнее, чем в D2.
В предельном случае при ρ1 → 0 (струна в D1 «невесома») из второго усло-

вия сопряжения (6), а также из формулы (8) в пределе получим ∂xu2|x=0 = 0, что
соответствует свободному левому концу полуограниченной струны в D2, при этом
u2(x, t) = f(x, t) + f(−x, t). В другом предельном случае при ρ1 → ∞ (струна в D1

«сверхтяжёлая») из (7) и первого условия (6) в пределе получим u2|x=0 = 0, что со-
ответствует неподвижному левому концу полуограниченной струны в D2, при этом
u2(x, t) = f(x, t) − f(−x, t) в D2 и u1 ≡ 0 в D1. Отсюда задача (1)–(3) описыва-
ет движение струны в промежуточных случаях к указанным предельным случаям.
Полученные результаты согласуются с физическими представлениями.

Рассмотрим задачу (4)–(6) при a2 = 1 (T = ρ2) для начальных функций вида

ϕ(x) =

{
2h(x), x ∈ (a, b),

0, x /∈ (a, b),
ψ(x) = 0, (12)

где a > 0, h(a) = h(b) = 0. Отсюда начальные условия (10) примут вид

f|t=0 =

{
2h(x), x ∈ (a, b),

0, x /∈ (a, b),
∂tf|t=0 = 0. (13)

Решение (11) задачи Коши (9), (13) для моментов времени 0 < t < (b − a)/2 и
t > (b− a)/2 примет соответственно вид
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f(x, t) =


h(x+ t), a− t < x < a+ t,

h(x+ t) + h(x− t), a+ t < x < b− t,
h(x− t), b− t < x < b+ t

(14)

и

f(x, t) =

{
h(x+ t), a− t < x < b− t,
h(x− t), a+ t < x < b+ t.

(15)

Здесь указаны носители функции f(x, t), т.е. f(x, t) = 0 вне указанных проме-
жутков для переменной x.

Пусть 3a > b, т. е. при t = a, когда волна h(x+ t) из D2 доходит до точки x = 0,
носители этой волны и прямой волны h(x−t) не пересекаются. Прямая волна h(x−t)
в зоне D2 двигается вправо и не пересекает точку x = 0. Поэтому ниже слагаемое
h(x−t) в u2(x, t) опускаем. Тогда с учётом (7), (8), (14), (15) решение исходной задачи
(1)–(3) с начальными функциями (12) для указанных ниже моментов времени 1)–5)
найдём в виде

1) 0 < t <
b− a

2
: u1(x, t) = 0, x < 0;

u2(x, t) =


h(x+ t), a− t < x < a+ t,

h(x+ t) + h(x− t), a+ t < x < b− t,
h(x− t), b− t < x < b+ t;

2)
b− a

2
< t < a : u1(x, t) = 0, x < 0;

u2(x, t) =

{
h(x+ t), a− t < x < b− t,
h(x− t), a+ t < x < b+ t;

3) a < t <
a+ b

2
: u1(x, t) =

2

d+ 1
h(dx+ t),

a− t
d

< x < 0;

u2(x, t) =

{
h(x+ t) + h(t− x)(1− d)/(1 + d), 0 < x < t− a,
h(x+ t), t− a < x < b− t;

4)
a+ b

2
< t < b : u1(x, t) =

2

d+ 1
h(dx+ t),

a− t
d

< x < 0;
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u2(x, t) =

{
h(x+ t) + h(t− x)(1− d)/(1 + d), 0 < x < b− t,
h(t− x)(1− d)/(1 + d), b− t < x < t− a;

5) t > b : u1(x, t) =
2

d+ 1
h(dx+ t),

a− t
d

< x <
b− t
d

;

u2(x, t) =
1− d
1 + d

h(t− x), t− b < x < t− a,

где d =
√
ρ1/ρ2. Здесь для переменной x указаны носители функций ui(x, t), вне

которых эти функции равны нулю.
В качестве примера рассмотрим начальную функцию h(x) = − sinx при a = π,

b = 2π. На фигуре приведены графики движения трёх струн для моментов времени
от t = π, когда набегающая справа волна h(x+ t) подошла к точке x = 0, до момента
t = 47π/20 с шагом ∆t = 3π/20.

Фигура
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Здесь сплошная линия соответствует струне с менее плотной левой зоной в D1

(ρ1 < ρ2, d = 1/4); пунктирная линия соответствует струне с более плотной левой
зоной (ρ1 > ρ2, d = 4), многоточие соответствует однородной струне (ρ1 = ρ2, d = 1).

Отметим, что при пересечении точки разрыва плотности x = 0 амплитуда струны
ui(0, t) увеличивается (уменьшается) в случае ρ1 < ρ2 (ρ1 > ρ2). При этом в случае
ρ1 < ρ2 (ρ1 > ρ2) появляется положительная (отрицательная) отражённая волна
h(t− x)(1− d)/(1 + d), которая движется противоположно направлению набегающей
волны h(x + t), т. е. в случае ρ1 6= ρ2 имеет место частичное отражение волны от
точки разрыва плотности.
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