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Квазистационарная динамическая модель течения флюида к скважине

В статье предложена упрощённая динамическая постановка линейной задачи филь-
трации с заменой классического статического условия на забое скважины динамическими
граничными условиями установившегося режима гармонических пульсаций давления. По-
лучена оценка осцилляционной поправки к статическому решению для давления и дебита.
Аналитические зависимости для дебитов скважин позволяют с большей точностью опи-
сывать фильтрационные процессы в пластовой системе с учётом динамического характера
процессов на забое скважины.

Ключевые слова: пульсация давления, фильтрация, пластовая система, динамика,
динамическая поправка, геолого-технические мероприятия

Введение. Основным недостатком существующих моделей фильтрации в пла-
стовых системах (ПС) является необоснованное, явное или неявное применение ста-
тичных описаний характеристик фильтрационного течения по всему объёму ПС.
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Как правило, для описания фильтрации флюида в ПС привлекаются «псевдо-
параметры», учитывающие диффузный и дисперсионный перенос флюида меж-
ду матрицей и поровыми каналами. Как следствие этого, значения параметров
требуют периодической экспериментальной оценки для учёта изменений физико-
механических свойств ПС.

Основным направлением совершенствования фильтрационных моделей на сего-
дняшний день является введение в модельные уравнения фильтрации уточняющих
членов на основе анализа эмпирических данных [3; 4]. Для разрешения названного
противоречия и уточнения существующих моделей фильтрации упругой жидкости
(нефти) [2; 5] воспользуемся упрощённой динамической постановкой линейной зада-
чи фильтрации, заменив классические статические условия на забое скважины ди-
намическими условиями установившегося граничного режима. Предположим, что на
забое скважины с совершенным вскрытием пласта толщиной h установился режим
фильтрации флюида из пластовой системы, причем давление на забое скважины Pc
меняется по следующему закону

Pc = P0 + P1 · cos(ω · t). (1)

Здесь P0 – уровень давления, около которого происходят осцилляции давления с
амплитудой P1, ω — круговая частота осцилляций давления, которая имеет порядок
10−4 − 10−6 рад/с. Так как давление на забое скважины не превышает пластового
давления на контуре питания скважины, примем, что P0 + P1 < Pk. Будем считать
амплитуду пульсаций малой P0 >> P1.

Предлагаемая упрощённая модель позволит учесть влияние на добычу флюида
периодических во времени воздействий на скважину и ПС. Такого рода воздействия
(геолого-технические мероприятия) производятся в соответствии с технологически-
ми требованиями: продувка газовых скважин на факел, периодический останов сква-
жин на профилактику и т. д.

Решение задачи о распределении давления в ПС принадлежит классу функций
дважды дифференцируемых по пространственным переменным в круговом кольце
радиуса r, rc ≤ r ≤ R (rc – радиус скважины, R – радиус контура питания), моде-
лирующего сечение забоя скважины и призабойной зоны. По временной координате
функция распределения должна быть периодической, в простейшем случае разум-
но предположить гармонический закон изменения распределения давления в ПС во
времени. Более точное описание распределения давления в ПС может быть получено
с помощью суммы конечного числа гармоник.

Дифференциальное уравнение движения жидкости в пористой среде
по линейному закону фильтрации. Уравнение для случая линейной фильтрации
[2; 5] примем таким

∂P

∂t
= κ ·∆P, κ =

k

µ · β
, (2)

где P – неизвестное распределение приведённого давления в ПС, k — коэффициент
фильтрации (≈ 10−12 м2), µ – коэффициент вязкости флюида (0,01 Па ·c), β – объём-
ный коэффициент сжимаемости флюида (≈ 10−9 Па−1), t – временная координата,
∆ – оператор Лапласа, коэффициент пьезопроводности k имеет порядок 0, 1−5 м2/c.
Решение уравнения (2) следует подчинить условиям затухания фильтрационных
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волн на бесконечности и установившемуся режиму фильтрации на забое, в соот-
ветствии с условиями (1).

В двумерном случае плоскорадиальной фильтрации к скважине уравнение (2)
допускает решение вида

P = Pk + C · ln
(
R

r

)
+ Re

eiωt ·
A · K0

(
r

Rp

)
K0

(
rc
Rp

) +B ·
I0

(
r

Rp

)
I0

(
R

Rp

)

 . (3)

Здесь K0, I0 – модифицированные функции Бесселя [1; 6], Rp =

√
iκ

ω
, r – рас-

стояние до оси скважины, R – радиус контура питания скважины. Величину Rp,
в соответствии с её размерностью, будем называть комплексным радиусом пьезо-
проводности скважины. Первые слагаемые формулы соответствуют статическому
решению [2]

P = Pk −
Qs

2π · k · h
· ln
(
R

r

)
, Qs =

2π · k · h
µ

· Pk − P0

ln
(
R

rc

) , (4)

последние слагаемые представляют осцилляционную поправку Pd. Коэффициенты
A,B определяются из граничных условий на забое скважины и на контуре питания
скважины

pd|r=rc = P1, pd|r=R = 0. (5)

Подставим осцилляционную часть решения (3) в граничные условия и найдём
выражения для коэффициентов A,B

A = −P1 · I0
(
R

Rp

)
·K0

(
rc
Rp

)
·
[
K0

(
R

Rp

)
· I0
(
rc
Rp

)
− I0

(
R

Rp

)
·K0

(
rc
Rp

)]−1
,

B = P1 ·K0

(
R

Rp

)
· I0
(
R

Rp

)
·
[
K0

(
R

Rp

)
· I0
(
rc
Rp

)
− I0

(
R

Rp

)
·K0

(
rc
Rp

)]−1
. (6)

Отметим, что в силу асимптотик модифицированных функций Бесселя [1; 6]

K0

(
rc
Rp

)
∼ −ln

(
rc
Rp

)
, rc → 0; K1

(
rc
Rp

)
∼ Rp

rc
, rc → 0;

Iν

(
rc
Rp

)
∼

(
rc

2Rp

)ν
Γ(ν + 1)

, rc → 0; K0

(
R

Rp

)
∼
√
π ·Rp

2R
e−R/Rp , R→∞;

I0

(
R

Rp

)
∼
√

Rp

2π ·R
eR/Rp , R→∞ (7)
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имеет место
A ≈ P1, B ≈ 0. (8)

Для динамической поправки дебита скважины получим в соответствии с форму-
лой для дебита

Q =
2πkh

µ

(
r
∂p

∂r

) ∣∣∣∣
r=rc

, (9)

следующее выражение

Qd =
2πkh

µ
· Re

eiωt ·
−A · rc ·K1

(
rc
Rp

)
Rp ·K0

(
rc
Rp

) +B ·
rc · I1

(
rc
Rp

)
Rp · I0

(
R

Rp

)

 . (10)

В силу асимптотических соотношений (7) справедливо

Qd ≈
2πkhP1

µ
· Re

 eiωt

ln

(
Rp

rc

)
 . (11)

Таким образом, доля динамической поправки дебита по отношению к статической
части дебита составит

Qd

Qs
≈ P1

Pk − P0

Re

e
iωt ln

(
R

rc

)
ln

(
Rp

rc

)
 . (12)

Вычислим вещественную часть комплексного выражения в (12)

Qd

Qs
≈ 2P1

Pk − P0

ln

(
R

rc

)
cos(ωt− ϕ)√(π

2

)2
+

(
ln

(
κ

ω · r2c

))2
, ϕ = arctg

 π

2 · ln
(

κ

ω · r2c

)
 . (13)

Анализ выражения (13) показывает, что максимум амплитуды динамической по-
правки к дебиту достигается на частоте, соответствующей значению модуля радиуса
пьезопроводности скважины равному радиусу скважины

|Rp| = rc, ω =
κ

r2c
. (14)

Запаздывание ϕ по дебиту в этом случае составляет π
2
, то есть динамическая

часть дебита изменяется при этой частоте в противофазе давлению на забое.
Оценим порядок поправки, так, для скважины с rc = 0, 1 м и радиусом контура

питания R = 500 м, в пласте с коэффициентом пьезопроводности k = 0, 1 м2/с,
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частотой воздействия один раз в сутки, амплитудой воздействия 1 % от депрессии
на пласт. Получим добавку к дебиту 1,4 %.

Полученный в работе результат носит качественный характер и позволяет оце-
нивать лишь порядок величин, регламентирующих технологические режимы экс-
плуатации добычных скважин. В то же время полученные зависимости позволяют с
большей точностью описывать процесс фильтрации к скважине в пластовой системе,
поскольку учитывают динамику процессов на забое скважины.

Дифференциальное уравнение движения газов в пористой среде по
линейному закону фильтрации. Дифференциальное уравнение движения газа
в пористой среде отличается от случая фильтрации упругой жидкости. Исходные
уравнения движения те же, что и для сжимаемой жидкости, однако их следует до-
полнить уравнениями состояния газа, в условиях изотермического течения имеющего
вид: ρ = ρam

p

pam
, где ρ и ρam – плотность газа при давлениях p и pam.

Подставляя в уравнение

k

µ

[
∂

∂x

(
ρ
∂p

∂x

)
+

∂

∂y

(
ρ
∂p

∂y

)
+

∂

∂z

(
ρ
∂p

∂z

)]
= m

∂ρ

∂t

вместо плотности ρ её значение и сокращая полученное уравнение на постоянный
множитель

ρam
pam

, имеем [7; 8]:

∂

∂x

(
p
∂p

∂x

)
+

∂

∂y

(
p
∂p

∂y

)
+

∂

∂z

(
p
∂p

∂z

)
=
mµ

k

∂ρ

∂t
, (15)

но
p
∂p

∂x
=

1

2

∂p2

∂x
, p

∂p

∂y
=

1

2

∂p2

∂y
, p

∂p

∂z
=

1

2

∂p2

∂z
. (16)

Подставляя вместо произведений, стоящих в круглых скобках в уравнении (15),
их значения из равенств (16) и выполняя дифференцирование, получим

∂2p2

∂x2
+
∂2p2

∂y2
+
∂2p2

∂z2
=

2mµ

k

∂p

∂t
. (17)

Уравнение (17) принято называть дифференциальным уравнением неустановив-
шейся изотермической фильтрации идеального газа по линейному закону фильтра-
ции. Обозначим P = p2, тогда

∂P

∂t
= 2p

∂p

∂t
= 2P

1
2
∂p

∂t
, (18)

откуда
∂p

∂t
=

1

2
P−

1
2
∂P

∂t
. (19)

Внеся в уравнение (17) эти значения, получим

∂2P

∂x2
+
∂2P

∂y2
+
∂2P

∂z2
=
mµ

k
P−

1
2
∂P

∂t
, (20)

или
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∇2P =
mµ

k
P−

1
2
∂P

∂t
. (21)

Уравнение (21) является нелинейным дифференциальным уравнением параболи-
ческого типа [9; 10].

Если принять, что P−
1
2 ∼=

1√
P0

= cost, то (21) линеаризуется и принимает вид

уравнения (2) с коэффициентом κ =
k ·
√
P0

mµ
.

Оценим порядок поправки к дебиту газовой скважины, если на её забое имеют
место слабые пульсации газа по закону (1). В выражении для квадрата функции
давления P на границе

P = [P0 + P1 · cos (ω · t)]2 , (22)

или

P = P 2
0 +

1

2
P 2
1 +2P0 ·P1 ·cos (ω · t)+

1

2
P 2
1 ·cos (2 · ω · t). (23)

Следует пренебречь квадратами давлений ввиду их относительной малости по
сравнению с остальными членами выражения. Граничные условия (5) примут вид

Pd|r=rc = 2P0P1, Pd|r=R = 0. (24)

При фильтрации газа доля динамической поправки к дебиту скважины по отно-
шению к статической части дебита составит

Qd

Qs

≈ 2P0P1

P 2
K − P 2

0

Re

e
iωt ln

(
R

rc

)
ln

(
Rp

rc

)
 . (25)

После выделения вещественной части комплексного выражения в (25) получим

Qd

Qs

≈ 4P0P1

P 2
K − P 2

0

ln

(
R

rc

)
cos (ωt− ϕ)√(π

2

)2
+

(
ln

(
κ

ω · r2c

))2
, ϕ = arctg

 π

2 · ln
(

κ

ω · r2c

)
 . (26)

Для скважины с rc = 0, 1 м и радиусом контура питания R = 500 м, в пласте
с давлением 12 МПа, коэффициентом фильтрации 0,1 мД. Для газа c вязкостью
0,05 спз, коэффициентом пьезопроводности k = 0, 7 · 10−6 м2/с, при частоте воздей-
ствия один раз в сутки, амплитудой воздействия 1 % от депрессии на пласт получим,
в соответствии с (26), добавку к дебиту 3,1 %.

Следует отметить, что есть принципиальное отличие от случая фильтрации упру-
гой жидкости. Так, в случае газовых скважин величина динамической поправки к

29



Учёные записки ЗабГУ. 2018. T. 13, № 4

дебиту скважины определяется не только частотой воздействий на ПС, но и величи-
ной депрессии на ПС. Полученный в работе результат носит качественный характер
и позволяет оценивать лишь порядок величин, регламентирующих технологические
режимы эксплуатации добычных скважин. В то же время полученные зависимости
позволяют с большей точностью описывать процесс фильтрации флюида к скважине
в пластовой системе, поскольку учитывают динамику процессов на забое скважины.
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Quasistationary Dynamic Model of Fluid Flow to the Well

The article proposes a simplified dynamic statement of the linear filtration problem with
the replacement of the classical static condition at the bottom of the well with the dynamic
boundary conditions of the steady-state regime of harmonic pressure pulsations. The estimation
of the oscillation correction to the static solution for pressure and flow rate is obtained. Analytical
dependencies for well flow rates allow us to describe more accurately the filtration processes in
the reservoir system, taking into account the dynamic character of the processes at the bottom
of the well.

Keywords: pressure pulsation, filtration, formation system, dynamics, dynamic correction,
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