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APPLICATION THE HOMOTOPY PERTURBATION METHOD FOR 

THE APPROXIMATE SOLUTION OF LINEAR INTEGRAL EQUATIONS 

FREDHOLM 

 

Abstract: The purpose of this operation is to apply a method of homotopy perturbation method to the solution 

of the linear integral equations of Fredholm, and also to confirm reliability of this method in processing of scientific 

problems. In this operation the homotopy perturbation method is used to approximate solution typical the linear 

integral equations of Fredholm of a different order and different type. Results of this method meets quicker to the 

exact decision for some linear and nonlinear problems. Homotopy perturbation method very effective and idle time. 
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ПРИМЕНЕНИЕ ГОМОТОПИЧЕСКОГО МЕТОДА МАЛОГО ПАРАМЕТРА К ПРИБЛИЖЕННОМУ 

РЕШЕНИЮ ЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ФРЕДГОЛЬМА 

 

Аннотация: Целью данной работы является применить гомотопического метода малого параметра 

к решению линейных интегральных уравнений Фредгольма, а также подтвердить надежность данного 

метода в обработке научных проблем. В этой работе гомотопический метод малого параметра 

использован к приближенному решению типичных линейных интегральных уравнений Фредгольма разного 
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порядка и разного типа. Результаты этого метода сходится быстрее к точному решению для некоторых 

линейных и нелинейных проблем. Гомотопический метод малого параметра очень эффективные и простой. 

Ключевые слова: интегральные уравнения, гомотопический метод малого параметра, начальное 

приближение, приближенное решение. 

 

Введение.  

Многие нелинейные явления, возникающие в 

таких областях науки, как гидроаэродинамика, 

физика твердого тела, физика плазмы, 

математическая биология и химическая кинетика, 

могут быть смоделированы линейными или 

нелинейными уравнениями. Для решения таких 

задач разработаны многочисленные 

аналитические, приближенные и численные 

методы. Один из таких методов гомотопический 

метод малого параметра (ГММП, homotopy 

perturbation method (HPM)) впервые была 

предложена ученым J.H.He [8-11]. Далее этот 

метод были развиты многими учеными [4, 6, 7, 12, 

13, 15-17], а последние годы ее 

модифицированным вариантом (МГММП) были 

решены многие прикладные задачи, связанные с 

обыкновенными дифференциальными 

уравнениями, дифференциальными уравнениями 

в частных производных, интегральными и 

интегро-дифференциальными уравнениями [1-

17]. Ниже кратко изложены суть ГММП и 

МГММП, с этими методами решены конкретные 

примеры, связанные с линейными интегральными 

уравнениями Фредгольма.  

 

Постановка задачи.  

Общая форма этого интегрального уравнения 

имеет вид ),()]([)]([ xgxyNxyL =+  где L – 

линейный оператор; N – нелинейных оператор; 

g(x) – известная, а y(x) – неизвестная функция. 

Требуется решить следующую линейную 

интегральную уравнению (ИУ) Фредгольма  

+=

b

a

dttytxKxfxy )(),()()(

                  (1)   

ГММП и МГММП, где y(x) – искомая 

функция; f (x) – известная функция; K(x,t) – ядро 

интегрального уравнения (1) [10, 12-16]. 

 

Алгоритм ГММП.  

По идею метода уравнение (1) перепишем в 

виде [9, 10]:  

  .0))(())((),(

)()()(

=+−

−−=


b

a

dttyNtyLtxK

xfxyxR

 
Введем новую функцию  

=),( pyH  
)()()1( ypLyFp +−

,  

для которой верны следующие равенства:  

== )()0,( yFyH )()( xfxy −
; 

−−== )()()()1,( xfxyyLyH
 

−
b

a

dttytxK )(),(

.  

Найдем такое значение малого параметра 

pϵ[0,1], чтобы выполнялось тождество 
0)( =yL

. 

Тогда мы имеем точное решение (1) вида  

...))()()((lim

)(lim)(

2

2

10
1

1

+++=

==

→

→

xypxpyxy

xyxy

p

p

  
или  

...)()()()( 210 +++= xyxyxyxy
,  

где  

)()(0 xfxy =
,  

=+

b

a

nn dttytxKxy )(),()(1

, n=0,1,2,… . 

 

Алгоритм МГММП.  

Введем новую функцию  

+−= )()1(),,( yFpmpyH
 

0)1()( * =−++ fmKppypL
,  

которые верны следующие равенства:  

== )()0,( yFyH )()( xfxy −
; 

−−== )()()()1,( xfxyyLyH
 

−
b

a

dttytxK )(),(

;  

=fK* 
b

a

dttftxK )(),(

 [6].  

Тогда  

0)1(

)(),())(1(

* =−+

+







−−+−− 

fmKpp

dttytxKfypfyp

b

a

  
или  

+−− 
b

a

dttytxKpfy )(),(

 

0)1( * =−+ fmKpp
. 

Отсюда  

p0:
0)()(0 =− xfxy


)()(0 xfxy =
;  
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p1:

+− 
b

a

dttytxKxy )(),()( 01

 
0* =+ fmK

  

fKmxy *
1 )1()( −=

;   

p2: 

−− 
b

a

dttytxKxy )(),()( 12
0* =fmK

  

=)(2 xy
 

fmKfKKm ***)1( +−
;  

p3: 

0)(),()( 23 =− 
b

a

dttytxKxy

  

=
b

a

dttytxKxy )(),()( 23

; …;  

pn+1: 

=+

b

a

nn dttytxKxy )(),()(1

.  

Выбираем малого параметра p так, чтобы 

выполнялись равенств  

0...)()()( 432 ==== xyxyxy
.  

Отсюда имеем решение  

)()()( 10 xyxyxy +=
,  

где  

0)(2 =xy
  

0)1( *** =+− fmKfKKm
 

 
fKfKK

fKK
xm

***

**

)(
−

=

. 

Далее решены несколько примеры, 

посвященные к решению (1), гомотопическим 

методом малого параметра и ее модификацией [6-

15]. 

 

Пример 1.  

Требуется решить следующую линейную 

интегральную уравнению Фредгольма ГММП и 

МГММП:  

+−=

1

0

2 )(
3

)( dttxy
x

xxy

. 

1) ГММП. Введем следующие обозначения 

вида:  

3
)()( 2 x

xxyyF +−=
; 

−+−=

1

0

2 )(
3

)()( dttxy
x

xxyyL

.  

Тогда имеем следующие приближения: 
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0
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5 x

dttxyxyp == 
 ; … . 

Точное решение задачи:  

....)()()(

)(lim)(

2
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1

xxyxyxy

xyxy
p

=+++=

==
→

 
2) МГММП. Введем следующие обозначения 

вида:  

3
)()( 2 x

xxyyF +−=
; 
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1

0

2 )(
3

)()( dttxy
x

xxyyL

.  

Тогда имеем следующие приближения:  

3
)( 2

0
x
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; 
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Пример 2.  

Требуется решить следующую линейную 

интегральную уравнению Фредгольма ГММП и 

МГММП:  

+−=

1

0

)()( dttyxxxexy x

. 

1) ГММП. Введем следующие обозначения 

вида:  
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; 
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1

0
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.  
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Точное решение задачи:  

....)()()(

)(lim)(
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1

x

p

xexyxyxy

xyxy

=+++=

==
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2) МГММП. Введем следующие обозначения 

вида:  

xxexyyF x +−= )()(
; 

−+−=

1

0

)()()( dttyxxxexyyL x

.  

Тогда имеем следующие приближения:  

xxexy x −=)(0 ;  

fKmxy *
1 )1()( −=

,  

где  

fKfKK
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***
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)(
−

=

;  
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b

a
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;  

)()()( 10 xyxyxy +=
.  

Отсюда  

2
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; 4
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fKK =

;  
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; 

xxy =)(1 ; 
xxexy =)(

. 

 

Пример 3.  

Требуется решить следующую линейную 

интегральную уравнению Фредгольма ГММП и 

МГММП:  

+=

1

0

222 )(
2

1

10

9
)( dttytxxxy

.  

1) ГММП. Введем следующие обозначения 

вида:  
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9
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Тогда имеем следующие приближения: 
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Точное решение задачи:  
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Тогда имеем следующие приближения:  

2
0
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9
)( xxy =
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fKmxy *
1 )1()( −=

,  

где  

fKfKK

fKK
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***
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)(
−
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Отсюда  
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2
1

10

1
)( xxy =

;  
2)( xxy =

. 

Эти примеры также были решены с помощью 

методом вариационных итераций [11] и были 

получены такие точные решения. 

 

Выводы.  

Таким образом, гомотопический метод 

малого параметра и ее модифицированный 

вариант успешно применены к решению 

линейных интегральных уравнений Фредгольма. 

Результаты расчетов проверены с помощью 

Maple. Эти методы полезны и для линейных и для 

нелинейных уравнений. Эти методы очень 

эффективны для нахождения точных и 

приближенных решений для широких классов 

линейных и нелинейных проблем.  
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