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SOLUTION OF FRACTIONAL TELEGRAPH AND DIFFUSION 

EQUATIONS USING THE APPROXIMATION METHODS 

 

Abstract: In this paper, variational iteration method, Adomian decomposition method and method of 

separation of variables has been applied to obtain exact solutions of fractional telegraph and diffusion equations. It 

is shown that these methods are effective and more powerful mathematical tools for solution of the partial 

differential equations of a fractional order. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕЛЕГРАФА И ДИФФУЗИИ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 

ПРИБЛИЖЕННЫМИ МЕТОДАМИ 

 

Аннотация: В работе применены метод вариационных итераций, метод разложения Адомиана и 

метод разделения переменных для нахождения решения уравнений телеграфа и диффузии дробного 

порядка. Показано, что эти методы являются эффективными и более мощными математическими 

инструментами для решения дифференциальных уравнений в частных производных дробного порядка. 
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метод разложения Адомиана, метод разделения переменных, точное решение. 
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Введение.  

Исследование некоторых физико-

механических явлений, описываемых линейными 

и нелинейными дифференциальными 

уравнениями в частных производных (ДУЧП) 

дробного порядка занимают особое место в 

механике, математике и физике. Постановки 

задач усложняются и все более полно 

соответствуют реальным условиям. Кроме 

ограниченного количества этих уравнений, 

трудно найти их точные или приближенные 

решения. Поэтому нахождение точных или 

приближенных решений ДУЧП дробного порядка 

очень важно. Для этого предложены некоторые 

новые методы, чтобы решить их (например, 

метод разложения Адомиана [20, 21], метод 

вариационных итераций [1, 2, 10, 11, 20], 

упрощенный метод укороченных разложений [3-

5, 14, 16, 17, 24], метод sin-cos функций [20-22], 

метод tanh-coth функций [20-22], метод exp-

функции [12, 16, 20], метод гомотопических 

возмущений [9, 20] и их различные 

модифицированные варианты). Из них метод 

вариационных итераций (МВИ), метод 

разложения Адомиана (МРА) и метод разделения 

переменных (МРП) широко используются, чтобы 

получить точные и приближенные решения 

линейных и нелинейных дифференциальных 

уравнений целого или дробного порядка в науке 

и практике. В данной работе эти методы 

применены для нахождения точного решения 

некоторых уравнений телеграфа и диффузии 

дробного порядка, а затем их результаты 

сравниваются. 

 

Постановка задачи. Некоторые основные 

понятия. 

Нелинейную дифференциальную уравнению 

в частных производных дробного порядка в 

общем виде можно записать так 

),,(),(),( txqtxNutxLu   где L – линейный, а 

N – нелинейный оператор; q(x,t) – аналитическая, 

а u(x,t) – неизвестная функция. 

Дробные производные и интегралы Римана-
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Здесь )(  – Гамма функция Эйлера. С 

учетом предыдущие дробные производные 

Римана-Лиувилля fDax
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где  Re  –  целая часть Re . Основные 

формулы производных и интегралов для 

дробного порядка: 
)()()(  uvvuuvDax  ,   
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b

aab  . 

Функция Миттаг-Лефлера. Функция 

Миттаг-Лефлера [3, 9, 20, 23] задается на 

множестве значений комплексного аргумента z с 

помощью бесконечного ряда и зависит от двух 

параметров α и β: 
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Если 1  , то приведенная формула 

определяет экспоненциальную функцию ez 
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Функция Миттаг-Лефлера играет важную 

роль в решении интегро-дифференциальных 

уравнений нецелых порядков. Многие 

специальные функции могут быть выражены 

через функции Миттаг-Лефлера с различными 

параметрами. К таким функциям, в частности, 

относятся гиперболические синус и косинус, 

функции Миллера-Роса, Работнова и др. [19]. 

 

Алгоритм решения задачи методом 

вариационных итераций.  
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По идею вариационно-итерационного 

метода [20] итерационную решению этого 

уравнения можно записать следующее 

соотношение  
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где – множитель Лагранжа; 
nu~ – вариационный 

член, т.е. 
nu~ =0; ...)0,()0,(),(0  txuxutxu t

. 

Окончательно имеем: ).,(lim),( txutxu n
n 

  

 

Алгоритм решения задачи методом 

разложения Адомиана. 
Нелинейную дифференциальную уравнению 

в частных производных перепишем в виде 

),(),(),( txNutxqtxLu  , где L – 

дифференциальный оператор; 
1L  – 

интегральный оператор. Применение обратного 

оператора к заданному уравнению:

 ),(),(),( 1 txNuLtxftxu  . Основная идея МРА 

это составление функциональное уравнение вида 

),(),(
0

txutxu
n

n
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 . Отсюда имеем рекуррентное 

соотношение вида [20]:  
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0n . 

 

Пример 1.  

Требуется точно решить следующую 

смешанную задачу для неоднородного уравнения 

телеграфа дробного порядка методом разложения 

Адомиана (МРА): 
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1) Для МРА имеем формулу приближенного 
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и т.д. Решение задачи: 
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2) Для МРА имеем формулу приближенного 

решения задачи (1) и (3): 
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и т.д. Решение задачи: 
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В частности, если 1 , то вместо 

уравнение (1) получим уравнение телеграфа и ее 

точное решение имеет вид  2cos),( xxetxu t  . 

 

Пример 2.  

Требуется точно решить следующую 

смешанную задачу для неоднородного уравнения 

диффузии дробного порядка методом 

вариационных итераций (МВИ) и методом 

разложения Адомиана (МРА) [15, 19]: 
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1) По идее МВИ имеем формулу 
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Применяя МВИ, получим следующие 

результаты: 

 
s

y

p

x
Byxutyxu

2

3
cos

2
sin0,,),,(0


 ;

;
2

3
cos

2
sin

91

4

2
cos

2

3
sin

2

3
cos

2
sin),,(

22

22

1

s

y

p

x

sp

tBa

s

y

p

x
At

s

y

p

x
Btyxu

























































2

22

244

22

22

2

91

32

91

4
1

2

3
cos

2
sin),,(

sp

ta

sp

ta

s

y

p

x
Btyxu






 



















22

222 19

82
cos

2

3
sin

sp

ta
t

s

y

p

x
A




   и т.д. Решение задачи:  




),,(lim),,( tyxutyxu n
n

 

.
2

cos
2

3
sin

e1
19

4

2

3
cos

2
sine

22

22

22

22

19

4

22

22

91

4

s

y

p

x

sp
a

A

s

y

p

x
B

t
sp

a

t
sp

a
















































































 

2) Для МРА имеем формулу приближенного 

решения задачи (4): 
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Impact Factor: 

ISRA (India)       =  1.344 

ISI (Dubai, UAE) = 0.829 

GIF (Australia)    = 0.564 

JIF                        = 1.500 

SIS (USA)         = 0.912  

РИНЦ (Russia) = 0.156  

ESJI (KZ)          = 4.102 

SJIF (Morocco) = 5.667 

ICV (Poland)  = 6.630 

PIF (India)  = 1.940 

IBI (India)  = 4.260 
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Пример 3.  

Требуется точно решать следующую 

смешанную задачу для неоднородного уравнения 

диффузии дробного порядка МРП, МВИ и МРА 

[15]: 


















2

2 ),,,(),,,(

x

tzyxu

t

tzyxu
 




















2

2

2

2 ),,,(),,,(

z

tzyxu

y

tzyxu
 

,0,,,0,10),,,,(  tzyxtzyxu   

   
    ,0,,,,,0,

,0,,,,,,0





tzxutzxu

tzyutzyu




 

   
  .sinsinsin0,,,

,0,,,,0,,

zyxzyxu

tyxutyxu








        (5) 

1) По идее MРП имеем:  

 tTzZyYxXtzyxu  )()()(),,,( . 

Подставляя это выражение к уравнению (5) 

имеем одно уравнение вида 
  TXYZTXYZZTXYYZTXXYZT  )2()2()2( 



 

.

1

2222

)2()2()2(

const

Z

Z

Y

Y

X

X

T

T









    01 2  TT   

и три спектральные задачи 
  ;0)()0(,022   XXXX

  ;0)()0(,022   YYYY
      .00,022   ZZZZ  

Получим следующие результаты: 

xbxaxX   sincos)( 11  , 

 0)(и0)0( XX  ;),(sin)( NnnxxXn  
 

ybyayY   sincos)( 22  , 

 0)(и0)0( YY  ;),(sin)( NmmyyYm  
 

ybyazZ   sincos)( 33  ,      00 ZZ  

;),(sin)( NppzzZ p  
 

    
 tpmnECtT nmpnmp

2221  . 

Общее решение задачи:  

  
).(sin)(sin)(sin

1

),,,(

222

1 1 1

pzmynx

tpmnE

Ctzyxu
n m p

nmp























 

Из условия   zyxzyxu  sinsinsin0,,,   имеем 

  




















)(sin)(sin)(sin

1

)0,,,(

1 1 1

222

pzmynx

tpmnEC

zyxu

n m p

nmp






  

.1,1,10,1111  pnmCC mnp
 

Решение задачи:  
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2) По идею МВИ имеем формулу 

приближенного решения задачи (5):  



Impact Factor: 

ISRA (India)       =  1.344 

ISI (Dubai, UAE) = 0.829 

GIF (Australia)    = 0.564 

JIF                        = 1.500 

SIS (USA)         = 0.912  

РИНЦ (Russia) = 0.156  

ESJI (KZ)          = 4.102 

SJIF (Morocco) = 5.667 

ICV (Poland)  = 6.630 

PIF (India)  = 1.940 

IBI (India)  = 4.260 

 

 

 

Philadelphia, USA  35 

 

 
 

 





)1(

1
),,,(),,,(1


tzyxutzyxu nn

 

 















t

nn

x

zyxuzyxu

0

2

2 ),,,(~),,,(
)(







 




  

 .)(),,,(~

),,,(~),,,(~

2

2

2

2















dzyxu

z

zyxu

y

zyxu

n

nn














 

Здесь )(  - множитель Лагранжа, 

1)(  . 

 




















t

nn

nn

x

zyxuzyxu

tzyxutzyxu

0

2

2

1

),,,(~),,,(

)1(

1
),,,(),,,(







 






 

 .)(),,,(~

),,,(~),,,(~

2

2

2

2















dzyxu

z

zyxu

y

zyxu

n

nn













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и т.д. Решение задачи:   
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Если α=1, то вместо уравнение (5) получим 

уравнение теплопроводности и ее точное 

решение имеет вид zyxetxu t sinsinsin),( 4 . 

 

Выводы.  

VIM и ADM - мощные и эффективные 

методы в нахождении точных и приближенных 

решений для одномерных и многомерных 

дифференциальных уравнений в частных 

производных для случаев дробного порядка по 

пространству, по времени и их смешенного 

варианта. Законность и эффективность этих 

методов показывают, что методика решения 

нелинейных дифференциальных уравнений в 

частных производных дробного порядка дает 

очень быструю достижимость точных решений. 

Результаты данной работы показывают, что эти 

методы очень сильные и эффективные, помогают 

построить точное решение нелинейных 

дифференциальных уравнений, и эти 

эффективные методы могут быть использованы в 

дальнейших работах, чтобы получить точное 

решение многих других нелинейных уравнений 

дробного порядка в математической физике [6, 7, 

13, 15, 19, 23]. 
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