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В данной работе методом энергетических неравенств получены априорные оценки пер-
вой и третьей краевых задач для уравнения конвекции-диффузии дробного порядка,
из которых следует единственность и непрерывная зависимость решения поставленных
задач от входных данных.
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Введение

Дробное исчисление применяется при описании большого класса физических и
химических процессов, протекающих в средах с фрактальной геометрией, а так-
же при математическом моделировании экономических и социально-биологических
процессов [1, с. 149]. В работе [2] дается физическая интерпретация дробной про-
изводной, на основе которой получены обобщенные уравнения переноса для мед-
ленных и быстрых стохастических процессов и решается первая начально - краевая
задача. Важную роль во многих процессах тепломассообмена играет конвективно-
диффузионный перенос. В качестве математической модели при его описании вы-
ступает уравнение диффузии с конвективным слагаемым. Введением в уравнение
переноса оператора дробного интегро-дифференцирования, можно обобщить урав-
нение. Полученное уравнение дробного порядка будет более адекватно описывать
физические процессы, протекающие в пористых средах

∂
α
0t u(x, t) =

∂

∂x

(
k(x)

∂u
∂x

)
+ r(x)D−β

ot
∂u
∂x
−q(x)u(x, t)+g(x, t),

где

∂
α
0t u(x, t) =

1
Γ(1−α)

t∫
0

uτ(x,τ)(t− τ)−αdτ

—дробная производная Капуто порядка α, 0 < α < 1,

D−β

0t u =
1

Γ(β )

t∫
0

u(x,τ)(t− τ)β−1dτ

— дробный интеграл Римана-Лиувилля порядка β .
В работе, далее будем предполагать, что выполняется условие 0 < α +β ≤ 1.
Применяя к обеим частям данного уравнения оператор дробного дифференциро-

вания ∂
β

0t получим

∂
α+β

0t u(x, t) = ∂
β

0t
∂

∂x

(
k(x)

∂u
∂x

)
+ r(x)

∂u
∂x
−q(x)∂ β

0tu(x, t)+ f (x, t). (1)

В [3] получена априорная оценка для решения первой начально-краевой задачи
уравнения диффузии дробного порядка и рассмотрены разностные методы решения
поставленных задач. Априорная оценка решения первой краевой задачи для урав-
нения диффузии с операторами дробного интегро-дифференцирования получена в
[4]. В работе [5] методом энергетических неравенств получены априорные оценки
решения краевых задач первого и третьего рода для диффузионно-волнового уравне-
ния. Априорные оценки решений краевых задач для уравнения диффузии дробного и
распределенного порядков в дифференциальной и разностной трактовках получены
в работах [6, 7].

В данной работе методом энергетических неравенств получены априорные оцен-
ки первой и третьей краевых задач для уравнения конвекции-диффузии дробного
порядка, из которых следует единственность и непрерывная зависимость решения
поставленных задач от входных данных.
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Априорная оценка решения первой краевой задачи

В прямоугольнике Q̄T = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ 1,0 ≤ t ≤ T} рассмотрим первую краевую
задачу:

∂
α+β

0t u = ∂
β

0t (k(x)ux)x + r(x)ux−q(x)∂ β

0tu+ f (x, t), 0 < x < 1, 0 < t < T, (2)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, 0≤ t ≤ T, (3)

u(x,0) = u0(x), 0≤ x≤ 1. (4)

В дальнейшем будем предполагать существование решения u(x, t)∈C2,1(Q̄T ) зада-
чи (2)–(4), где Cm,n(Q̄T ) – класс функций, непрерывных вместе со своими частными
производными порядка m по x и порядка n по t на Q̄T .

Лемма 1. [5] Для любой абсолютно непрерывной на [0,T ] функции v(t) спра-
ведливо неравенство

v(t)∂ α
0t v(t)≥

1
2

∂
α
0t v

2(t), 0 < α < 1.

Лемма 2. [5] Пусть неотрицательная абсолютно непрерывная функция y(t)
удовлетворяет для почти всех t из [0,T ] неравенству

∂
α
0t y(t)≤ c1y(t)+ c2(t), 0 < α < 1,

где c1 > 0, c2(t) – суммируемая на [0,T ] неотрицательная функция. Тогда

y(t)≤ y(0)Eα(c1tα)+Γ(α)Eα,α(c1tα)D−α

0t c2(t),

где

Eα(z) =
∞

∑
n=0

zn

Γ(αn+1)
, Eα,µ(z) =

∞

∑
n=0

zn

Γ(αn+µ)

— функции Миттаг-Леффлера.
Введем следующее обозначение

‖u‖2
0 =

1∫
0

u2(x, t)dx.

Теорема 1. Если k(x),r(x) ∈C1(Q̄T ), q(x) ∈C(Q̄T ), k(x) ≥ c1 > 0, r′(x) ≥ 0, q(x) ≥ 0
всюду на Q̄T , то для решения u(x, t) задачи (2)–(4) справедлива априорная оценка

‖u‖2
0 +D−α

0t ‖ux‖2
0 ≤M

(
D−α−β

0t ‖ f‖2
0 +‖u0‖2

0 +‖ux(x,0)‖2
0

)
, (5)

где M(T )> 0- известная постоянная.
Доказательство. Умножим (2) на u(x, t) и проинтегрируем по x от 0 до 1:

1∫
0

u∂
α+β

0t udx =
1∫

0

u∂
β

0t(k(x)ux)xdx+
1∫

0

ur(x)uxdx−
1∫

0

uq(x)∂ β

0tudx+
1∫

0

u f dx. (6)
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Преобразуем слагаемые, входящие в (6):

1∫
0

ur(x)uxdx =−1
2

1∫
0

r′u2dx, (7)

1∫
0

u f dx≤ ε‖u‖2
0 +

1
4ε
‖ f‖2

0, ε > 0, (8)

в силу Леммы 1

1∫
0

u∂
α+β

0t udx≥
1∫

0

1
2

∂
α+β

0t u2dx =
1
2

∂
α+β

0t ‖u‖2
0, (9)

−
1∫

0

u∂
β

0t(k(x)ux)xdx =
1∫

0

ux∂
β

0t(k(x)ux)dx≥ 1
2

1∫
0

k(x)∂ β

0tu
2
xdx, (10)

−
1∫

0

uq(x)∂ β

0tudx≥ 1
2

1∫
0

q(x)∂ β

0tu
2dx. (11)

Подставив полученные выражения в (6) и полагая ε = 1/2, получим

∂
α+β

0t ‖u‖2
0 + c1∂

β

0t‖ux‖2
0 ≤ ‖u‖2

0 +‖ f‖2
0. (12)

Применив к обеим частям неравенства (12) оператор дробного интегрирования
D−α−β

0t приходим к неравенству

‖u‖2
0 + c1D−α

0t ‖ux‖2
0 ≤ D−α−β

0t ‖u‖2
0 +D−α−β

0t ‖ f‖2
0 +‖u0‖2

0 +
T α

Γ(1+α)
‖ux(x,0)‖2

0. (13)

Оценив первое слагаемое в правой части

D−α−β

0t ‖u‖2
0 =

1
Γ(α +β )

t∫
0

‖u‖2
0

(t−ξ )1−α−β
dξ ≤ Γ(α)T β

Γ(α +β )
D−α

0t ‖u‖
2
0, (14)

приходим к неравенству

‖u‖2
0 + c1D−α

0t ‖ux‖2
0 ≤

T β Γ(α)

Γ(α +β )
D−α

0t ‖u‖
2
0 +D−α−β

0t ‖ f‖2
0 +‖u0‖2

0 +
T α

Γ(1+α)
‖ux(x,0)‖2

0.

(15)
Отбросив второе слагаемое в левой части неравенства (15) и воспользовавшись

Леммой 2, где y(t) = D−α

0t ‖u‖2
0, ∂ α

0t y(t) = ‖u‖2
0, y(0) = 0, получаем неравенство

D−α

0t ‖u‖
2
0 ≤M1

(
D−2α−β

0t ‖ f‖2
0 +‖u0‖2

0 +‖ux(x,0)‖2
0

)
(16)

где M1(T )> 0 - известная постоянная.
Так как для любой неотрицательной интегрируемой на [0,T ] функции h(t) спра-

ведливо неравенство D−2α

0t h(t)≤ (tαΓ(α)/Γ(2α))D−α

0t h(t), то из неравенств (15) и (16)
следует априорная оценка (5), из которой следует единственность и непрерывная
зависимость решения задачи (2)-(4) от входных данных. �
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Априорная оценка решения третьей краевой задачи

В задаче (2)-(4) заменим граничные условия (3) условиями{
k(0)∂ β

0tux(0, t) = β1∂
β

0tu(0, t)−µ1(t),

−k(1)∂ β

0tux(1, t) = β2∂
β

0tu(1, t)−µ2(t).
(17)

В прямоугольнике Q̄T рассмотрим третью краевую задачу (2), (4), (17), где k(x)≥
c1 > 0, r′(x)≥ 0, q(x)≥ 0, |r(x)| ≤ c2 всюду на [0,1], µi(t)∈C[0, t], для всех t ∈ [0,T ], i =
1,2, βi ≥ β0 > 0, k(x),r(x) ∈C1[0,1], q(x) ∈C[0,1].

Теорема 2. Если k(x)≥ c1 > 0, r′(x)≥ 0, q(x)≥ 0, |r(x)| ≤ c2 всюду на [0,1], µi(t) ∈
C[0, t], для всех t ∈ [0,T ], i = 1,2, βi ≥ β0 > 0, k(x),r(x) ∈C1[0,1], q(x) ∈C[0,1], то для
решения u(x, t) задачи (2), (4), (17) справедлива априорная оценка

‖u‖2
0 +D−α

0t ‖ux‖2
0 +D−α

0t (u2(1, t)+u2(0, t))≤

≤M
[
D−α−β

0t µ
2
1 (t)+D−α−β

0t µ
2
2 (t)+D−α−β

0t ‖ f‖2
0 +‖u0‖2

0 +‖ux(x,0)‖2
0

]
, (18)

где M(T )> 0−известная постоянная.
Доказательство. Как и в случае доказательства теоремы 1, умножая на u(x, t)

уравнение (2) и интегрируя по x от 0 до 1, получим уравнение (6). Преобразовывая
слагаемые, входящие в (6) приходим к неравенствам (8), (9), (11) и

−
1∫

0

u∂
β

0t(k(x)ux)xdx =−k(1)u(1, t)∂ β

0t ux(1, t)+ k(0)u(0, t)∂ β

0t ux(0, t)+
1∫

0

ux∂
β

0t(k(x)ux)dx, (19)

1∫
0

ur(x)uxdx =
1
2
(r(1)u2(1, t)− r(0)u2(0, t))− 1

2

1∫
0

r′u2dx≥−c2‖u‖2
C[0,1]. (20)

Подставив полученные выражения в тождество (6) и с учетом условий (17), по-
лучаем неравенство

1
2

∂
α+β

0t ‖u‖2
0 +

1
2

∂
β

0t‖
√

kux‖2
0 ≤

≤−β2u(1, t)∂ β

0tu(1, t)+µ2(t)u(1, t)−β1u(0, t)∂ β

0tu(0, t)+µ1(t)u(0, t)+ (21)

+ε‖u‖2
0 +

1
4ε
‖ f‖2

0 + c2‖u‖2
C[0,1].

Используя неравенства

u(1, t)∂ β

0tu(1, t)≥
1
2

∂
β

0tu
2(1, t),

u(0, t)∂ β

0tu(0, t)≥
1
2

∂
β

0tu
2(0, t),

u(1, t)µ2(t)≤
1
2
(
u2(1, t)+µ

2
2 (t)

)
,

u(0, t)µ1(t)≤
1
2
(
u2(0, t)+µ

2
1 (t)

)
,
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из (21) при ε = 1/2, имеем

∂
α+β

0t ‖u‖2
0 +∂

β

0t‖
√

kux‖2
0 +β0∂

β

0t(u
2(1, t)+u2(0, t))≤

≤ µ
2
1 (t)+µ

2
2 (t)+u2(0, t)+u2(1, t)+‖u‖2

0 +‖ f‖2
0 + c2‖u‖2

C[0,1].

Применив к обеим частям полученного неравенства оператор дробного интегри-
рования D−α−β

0t , с учетом соотношения

‖u‖2
C[0,1] ≤ ε‖ux‖2

0 +(
1
ε
+1)‖u‖2

0,

при ε = 1/2, получим

‖u‖2
0 +D−α

0t ‖ux‖2
0 +D−α

0t (u2(1, t)+u2(0, t))≤

≤M1

(
D−α−β

0t ‖ux‖2
0 +D−α−β

0t ‖u‖2
0 +D−α−β

0t µ
2
1 (t)+D−α−β

0t µ
2
2 (t)+D−α−β

0t ‖ f‖2
0

)
+ (22)

+‖u0‖2
0 +

T α

Γ(1+α)
‖ux(x,0)‖2

0,

где M1 > 0−известная постоянная.
Воспользовавшись Леммой 2 при следующих обозначениях D−α

0t ‖ux‖2
0 = ∂

β

0ty(t),
D−α−β

0t ‖ux‖2
0 = y(t), y(0) = 0

D−α−β

0t ‖ux‖2
0≤Γ(α)Eα,α(Mtα)D−α

0t [MD−α−β

0t ‖u‖2
0+D−α−β

0t µ
2
1 (t)+D−α−β

0t µ
2
2 (t)+D−α−β

0t ‖ f‖2
0+

+‖u0‖2
0 +

T α

Γ(1+α)
‖ux(x,0)‖2

0],

принимая во внимание оценку (14) и справедливость неравенства

D−2α

0t h(t)≤ (tα
Γ(α)/Γ(2α))D−α

0t h(t)

из (22), получим
‖u‖2

0 +D−α

0t ‖ux‖2
0 +D−α

0t (u2(1, t)+u2(0, t))≤

≤M2

[
D−α

0t ‖u‖
2
0 +D−α−β

0t µ
2
1 (t)+D−α−β

0t µ
2
2 (t)+D−α−β

0t ‖ f‖2
0 +‖u0‖2

0 +‖ux(x,0)‖2
0

]
(23)

где M2(T )> 0−известная постоянная.
Еще раз воспользовавшись Леммой 2 при обозначениях D−α

0t ‖u‖2
0 = y(t), ‖u‖2

0 =

∂ α
0t y(t), y(0) = 0 и с учетом неравенства D−2α

0t h(t) ≤ (tαΓ(α)/Γ(2α))D−α

0t h(t) из (23)
получаем оценку априорную оценку (18). Из полученной оценки следует единствен-
ность и непрерывная зависимость решения задачи (2), (4), (17) от входных данных.
�
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