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В учебном курсе теории дифференциальных уравнений, существует раздел
по исследованию устойчивости систем дифференциальных уравнений. Если
система дифференциальных уравнений состоит из дифференциальных уравнений
целочисленного порядка, то обычно для исследования устойчивости их точек
покоя используется теория устойчивости Ляпунова. Однако в случае, когда
система дифференциальных уравнений состоит из дифференциальных уравнений
нецелочисленного порядка, тогда необходимо использовать другие методы
исследования устойчивости таких систем. Поэтому эта статья посвящена
методу исследования точек покоя систем дифференциальных уравнений дробного
порядка. В работе мы будем исследовать устойчивость точек покоя эредитарных
динамических систем на примере некоторых фрактальных осцилляторов.
Причем будем рассматривать эредитарные динамические системы двух типов:
соизмеримые и несоизмеримые, для которых справедливы соответствующие
теоремы устойчивости точек покоя. Далее рассмотрены примеры применения
этих теорем устойчивости для фрактального линейного осциллятора,
фрактального осциллятора Дуффинга. Результаты исследования устойчивости
точек покоя эредитарных динамических систем были подтверждены с
помощью построения фазовых траекторий для рассматриваемых фрактальных
осцилляторов. Эта статья может быть полезна при изучении достаточно нового
раздела в теории дифференциальных уравнений – дробного исчисления.

Ключевые слова: устойчивость, точки покоя, фрактальные осцилляторы,
оператор Герасимова-Капуто, фазовые траектории, предельные циклы,
устойчивый фокус.
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Введение

Исследование динамических систем, которые обладают фрактальными
свойствами или степенной памятью имеют важное теоретическое и практическое
значение. Наличие памяти в динамической системе указывает на зависимость ее
текущего состояния от конечного числа предыдущих ее состояний. Это приводит к
нелокальным свойствам динамических систем, например, в механике при описании
вязко-упругих сред известен эффект последействия [1,2], в материаловедении —
усталость материалов, которая характеризуется постепенным накопления дефектов
под действием напряжений, что приводит к разрушению материала [3], в экономике
— эффекты динамической памяти в экономической теории [4] и даже в медицине
[5].

Нелокальными (фрактальными) свойствами могут обладать также колебательные
системы — фрактальные осцилляторы [6]. Эти осцилляторы могут обладать новыми
колебательными режимами и содержат ранее известные, которые характерны
для классических осцилляторов, что является очень важным при изучении
колебательных процессов в различных прикладных задачах [7].

Одним из важных направлений исследований фрактальных осцилляторов
в рамках качественного анализа является изучение устойчивости их точек
покоя [8-10], что дает информацию о колебательных режимов, рассматриваемой
эредитарной динамической системы [11-13]. Поэтому настоящая работа посвящена
исследованию устойчивости точек покоя эредитарных колебательных систем на
примере фрактальных осцилляторов.

Постановка задачи и методы исследования

Задача. Необходимо исследовать на устойчивость точки покоя эредитарной
динамической системы, которую можно записать в виде следующей задачи
Коши:

∂
β

0tx(η)+λ (x(t) , t)∂
γ

0tx(η) = f (x(t) , t) ,x(0) = x0, ẋ(0) = y0, (1)

c производными дробных порядков Герасимова-Капуто [1], [3]:

∂
β

0tx(η) =
1

Γ(2−β )

t∫
0

ẍ(τ)dτ

(t−η)β−1 ,∂
γ

0tx(η) =
1

Γ(1− γ)

t∫
0

ẋ(τ)dτ

(t−η)γ ,1 < β < 2,0 < γ < 1,

где x(t) ∈ C2 [0,T ] – функция смещения, нелинейная функция λ (x(t) , t) –
нелинейное трение в колебательной системе, f (x(t) , t) – нелинейная функция,
которое содержит внешнее воздействия на колебательную систему и ее
возвращающую силу, ẋ(t) = dx

/
dt, ẍ(t) = d2x(t)

/
dt2 – производные первого и

второго порядков, T – время моделирование, x0 и y0 – заданные константы,
определяющие начальные условия задачи Коши (1).

Замечание 1. Вопросы обоснования существования и единственности решения
задачи Коши (1) были рассмотрены в работе [14] с учетом того, что функции
λ (x(t) , t) и f (x(t) , t) обладают нужными свойствами гладкости.

Определение 1. Динамическую систему, характеризующую класс осцилляторов со
степенной памятью, который представляет задачу Коши (1) будем называть классом
эредитарных (фрактальных) осцилляторов.

9



ISSN 2079-6641 Паровик Р.И.

Замечание 2. Модельное уравнение (1) удобно переписать в виде следующей
динамической системы:{

∂
α1
0t x1 (τ) = x2 (t) ,α1 = γ,

∂
α2
0t x2 (t) = f (x1 (t) , t)−λ (x1 (t) , t)x2 (t) ,α2 = β − γ,

(2)

а начальные условия перепишутся в виде:

x1 (0) = x0,x2 (0) = y0, (3)

Замечание 3. Заметим, что в динамической системе (2) дробные порядки α1 и α2
обладают свойствами: 0<α1 < 1, а 0<α2 < 2, причем, если {β}≤ {γ}, то 0<α2≤ 1, а
при {β}> {γ}, то 1 < α2 < 2, где {} – дробная часть числа. Эти свойства необходимо
учитывать при построении конечно-разностных схем для нахождения численного
решения задачи Коши (2), (3).

Напомним, что объектом исследования в теории устойчивости динамических
систем являются точки их равновесия или покоя.

Определение 2. Точки равновесия E∗ (x∗1,x
∗
2) динамической системы (2) являются

решениями системы алгебраических уравнений вида:{
x∗2 (t) = 0,
f (x∗1 (t) , t)−λ (x∗1 (t) , t)x∗2 (t) = 0. (4)

В работе [6] были введены понятия соизмеримой и несоизмеримой систем.
Определение 3. Динамическая система (2) называется соизмеримой, если α =

α1 = α2 и несоизмеримой, если α1 6= α2.
Для соизмеримой динамической системы справедлива следующая теорема [6].
Теорема 1. Точки равновесия E∗ (x∗1,x

∗
2) соизмеримой динамической системы

(2) называются асимптотически устойчивыми, если все собственные значения
ξi матрицы Якоби:

J =

[
0 1

∂ f(x∗1,t)
∂x∗1

− ∂λ(x∗1,t)
∂x∗1

x∗2 −λ (x∗1, t)

]
, (5)

удовлетворяют следующим условиям:

|arg(ξi)|>
απ

2
, i = 1, ...,n, (6)

где n – порядок характеристического уравнения (5).
Аналогично, для несоизмеримой динамической системы (2) справедлива

следующая теорема [6].
Теорема 2. Точки равновесия E∗ (x∗1,x

∗
2) несоизмеримой динамической системы

(2) называются асимптотически устойчивыми, где αi = µi
/

m, m- некоторое целое
число, если вычисленные согласно им все собственные значения ξi удовлетворяют
характеристическому уравнению:

det
(
diag

([
ξ

mα1
i ,ξ mα2

i
])
− J
)
= 0, (7)
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и следующим условиям:

|arg(ξi)|>
ϕπ

2
, i = 1, ...,n,ϕ = 1

/
m, (8)

где n – порядок характеристического уравнения (7)
Доказательство. Доказательства Теоремы 1 и Теоремы 2 можно найти в работе

[9]. �

Результаты исследования

Рассмотрим применение Теоремы 1 и Теоремы 2 для исследования точек покоя
конкретных типов фрактальных осцилляторов и построим для них соответствующие
фазовые траектории.

Замечание 4. Отметим, что для построения фазовых траекторий в
рассматриваемых примерах мы будем численно решать задачу Коши (1) с помощью
явной нелокальной конечно-разностной схемы, свойства которой были рассмотрены
в работе [15].

В работе [8] с помощью Теоремы 1 и Теоремы 2 были исследованы точки
покоя для фрактального осциллятора Ван дер Поля. Рассмотрим примеры других
фрактальных осцилляторов.

Пример 1. (Фрактальный линейный осциллятор). Рассмотрим случай, когда
в системе (2) f (x1, t) = −ωβ x1 (t) + δ cos(µt) и λ1 (x1, t) = λ , что соответствует
простейшему линейному фрактальному осциллятору, рассмотренному в работе [16]:

∂
α1
0t x1 (τ) = x2 (t) ,α1 = γ,

∂
α2
0t x2 (t) =−ωβ x1 (t)+δ cos(µt)−λx2 (t) ,α2 = β − γ,

x1 (0) = x0,x2 (0) = y0,
(9)

Фрактальный осциллятор (9) является обобщением гармонического осциллятора
с трением и внешним гармоническим воздействием. Точки покоя системы (9) можно
легко определить из решения следующей алгебраической системы:{

x∗2 (t) = 0,
−ωβ x∗1 (t)+δ cos(µt) = 0,

(10)

причем якобиан системы (9) имеет вид:

J =

[
0 1
−ωβ −λ

]
, (11)

Замечание 5. Заметим, что якобиан (11) не зависит от точек покоя E∗ (x∗1,x
∗
2),

которые могут быть получены из решения системы (10). Поэтому классификация
точек покоя для исходной системы (9) будет определяться собственными значениями
— корнями характеристического уравнения.

Рассмотрим простейший случай соизмеримой системы (9), когда α1 = α2 = 1,
что соответствует классическому гармоническому осциллятору с трением и внешним
периодическим воздействием. Тогда характеристическое уравнение (5) примет вид:

ξ
2 +λξ +ω

2 = 0, (12)

11
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откуда ξ1,2 =
−λ ±

√
λ 2−4ω2

2
. Здесь могут быть три случая: 1) λ ≥ 2ω ; 2) λ < 2ω, 3)

λ = 0. Как известно, из теории устойчивости систем дифференциальных уравнений
из решения характеристического уравнения (12) в первом случае, мы получаем
устойчивый узел, так как корни действительные и отрицательные, во втором случае
мы получаем устойчивый фокус, так как корни являются комплексно-сопряженными
с отрицательной действительной частью, а третий случай дает чисто мнимые корни,
которым соответствует особая точка системы центр. Покажем этот факт с помощью
Теоремы 1. Для первого случая возьмем: λ = 1.5, ω = 0.5, тогда решение уравнения
(2) имеет следующие корни: ξ1 = −0.1909830056 и ξ2=−1.309016994, для которых
выполняется условие (6). Для второго случая возьмем: λ = 0.15, ω = 0.5, тогда
корни, полученные корни ξ1,2 =−0.0750±0.4943429983I, также будут удовлетворять
условию (6). В третьем случае, корни имеют вид ξ1,2 = ±0.50I, то мы получаем
равенство

∣∣arg(ξ1,2)
∣∣= π

/
2, что соответствует точке покоя центр. На рис. 1 приведены

фазовые траектории для этих трех случаев.

Рис. 1. Фазовые траектории для соизмеримой системы (9) при значении параметров
α1 = α2 = 1, δ = 0, ω = 0.5, β = 2, построенные согласно двум начальным
условиям: x1 (0) = 1,x2 (0) = 0; x1 (0) = 0.4,x2 (0) = 0 для следующих трех
случаев: a) λ ≥ 2ω, t ∈ [0,200]; b) λ < 2ω, t ∈ [0,200]; c)λ = 0, t ∈ [0,20]

Рассмотрим случай несоизмеримой системы (9) для этого выберем значения
параметров: α1 = 0.8 = 8

/
10,α2 = 0.6 = 6

/
10 (β = 1.4,γ = 0.8) и ϕ = 1

/
10. С учетом

якобиана (11), мы составим характеристическое уравнение по формуле (7): ξ 14 +

12
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0.15ξ 8 +0.3789291416 = 0, корни которого имеют следующий вид:

ξi =

 2.901454238,0.2401384155,2.481336561,0.6602560929,2.012781014,1.128811639,
1.570796327,1.570796327,2.012781014,1.128811639,2.481336561,0.6602560929,
2.901454238,0.2401384155


Заметим, что все эти корни удовлетворяют условию (8) Теоремы 2, т.е. |arg(ξi)|>

π
/

20. Поэтому мы приходим к выводу, что все точки покоя системы (9) для этого
случая устойчивы и соответствуют устойчивому предельному циклу (рис. 2).

Рис. 2. Устойчивый предельный цикл для осциллятора Дуффинга с памятью с
параметрами α1 = 0.8,α2 = 0.6(β = 1.4,γ = 0.8) ,λ = 0.15,δ = 0.3,ω = 0.5,µ =
1, t ∈ [0,100] с начальными условиями: кривая 1-x1 (0) = 1,x2 (0) = 0; кривая
2-x1 (0) = 0.4,x2 (0) = 0

Пример 2. (Фрактальный осциллятор Дуффинга). Пусть в системе (2)
выполнены равенства: f (x1, t) = x1 (t) − x3

1 (t) + δ cos(µt) и λ1 (x1, t) = λ , что
соответствует фрактальному осциллятору Дуффинга [17]:

∂
α1
0t x1 (τ) = x2 (t) ,α1 = γ,

∂
α2
0t x2 (t) = x1 (t)− x3

1 (t)+δ cos(µt)−λx2 (t) ,α2 = β − γ,
x1 (0) = x0,x2 (0) = y0,

(13)

Точки равновесия системы (9) определяются из системы алгебраических
уравнений: {

x∗2 (t) = 0,
x∗1 (t)− x∗31 (t)+δ cos(µt) = 0,

(14)

а якобиан для системы (6) имеет вид:

J =

[
0 1

1−3x∗2
1 −λ

]
, (15)

13
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Положим следующие значения параметров: λ = 0.15,δ = 0.3,µ = 1, t = 1.
Тогда система (9) имеет три точки покоя:

E1 (1.07288371,0) ,E2= (−0.90615851,0),E3= (−0.16672520,0).

Рассмотрим случай соизмеримой системы, например, когда в (9) α1 = α2 = 1. В
этом случае система (9) переходит в классический осциллятор Дуффинга.

Тогда для первой точки покоя E1 мы будем иметь следующие собственные
значения ξ1,2 = −0.750± 1.564485021I, для второй точки E2 собственные значения:
ξ1,2 = 0.750±1.207371004I, а для третьей точки E3 собственные значения имеют вид:

ξ1= 1.035329694,ξ2=−0.8853296945.

Заметим, что условию (6) Теоремы 1 удовлетворяет лишь собственное значения ξ2
для точки E3, которая является седлом. Отсюда следует, что система (9) неустойчива.
Фазовая траектория для этого примера приведена на рис. 3.

Рис. 3. Классический хаотический аттрактор Дуффинга с параметрами α1 = α2 =
1,λ = 0.15,δ = 0.3,µ = 1, t ∈ [0,200] ,x1 (0) = 0.21,x2 (0) = 0.13

На рис. 3. отчетливо видно, что классический осциллятор обладает хаотическим
режимом. Интересно отметить, что если выбрать другие параметры, например, как в
работе [6]:α1 = α2 = 0.95,λ = 0.5,δ = 1.3,µ = 1,t ∈ [0,200] ,x1 (0) = 0.21,x2 (0) = 0.13, то
все собственные значения ξi удовлетворяют условию (6) и мы получаем устойчивый
предельный цикл (рис. 4).

Из рис. 4. видно, что фазовые траектории выходят на один и тот же предельный
цикл при разных начальных условиях - точках внутри и вне его.

Рассмотрим случай несоизмеримой системы (9). Пусть параметры α1 и α2
имеют значения: α1 = 0.8 = 8

/
10, α2 = 0.6 = 6

/
10. Тогда ϕ = 1

/
10, а остальные

параметры из предыдущего случая. Система (9), как мы установили, имеет три
точки покоя: E1 (1.07288371,0) ,E2= (−0.90615851,0),E3= (−0.16672520,0). Найдем
собственные значения ξi согласно характеристическому уравнению (7) из условия
Теоремы 2.

Для первой точки покоя E1 характеристическое уравнение имеет вид:

ξ
14 +0.15ξ

8 +2.45323837966222 = 0,

14
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Рис. 4. Устойчивый предельный цикл для осциллятора Дуффинга с памятью с
параметрами α1 = α2 = 0.95(β = 1.9,γ = 0.95) ,λ = 0.5,δ = 1.3,µ = 1,t ∈ [0,200]
с начальными условиями: кривая 1-x1 (0) = 0.21,x2 (0) = 0.13; кривая 2-x1 (0) =
−1,x2 (0) = 2

для E2 характеристическое уравнение – ξ 14 + 0.15ξ 8− 0.916608122093736 = 0, для
E3 характеристическое уравнение ξ 14 + 0.15ξ 8+1.46336974243152 = 0, из которых

следуют, что все точки удовлетворяют условию (8), т.е. выполнено |arg(ξi)|>
π

20
, i =

1, . . . ,14. Как и в предыдущем примере, такая ситуация соответствует устойчивому
предельному циклу (рис. 5).

Рис. 5. Устойчивый предельный цикл для осциллятора Дуффинга с памятью с
параметрами α1 = 0.8,α2 = 0.6(β = 1.4,γ = 0.8),λ = 0.15,δ = 0.3,µ = 1,t ∈
[0,200] с начальными условиями: кривая 1-x1 (0) = 0.7,x2 (0) = 0.4; кривая
2-x1 (0) = 1,x2 (0) = 0.1
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Заключение

В статье была описана методика исследования устойчивости точек покоя
эредитарных динамических систем на примере фрактальных осцилляторов.
Результаты исследований сопоставлялись с фазовыми траекториями фрактальных
осцилляторов и дали хорошее согласие. Эта работа может быть использована как
методическая при подготовке учебных курсов по теории дифференциальных
уравнений или качественному анализу дифференциальных уравнений с
производными дробных порядков.
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In the training course of the theory of differential equations, there exists a section
on the investigation of the stability of systems of differential equations. If the system
of differential equations consists of differential equations of integer order, then the
stability theory of Lyapunov is usually used to study the stability of their rest points.
However, in the case when the system of differential equations consists of differential
equations of non-integer order, then it is necessary to use other methods of investi-
gating the stability of such systems. Therefore, this article is devoted to the method of
investigating the rest points of systems of differential equations of fractional order. In
this paper we will investigate the stability of the rest points of the hereditary dynam-
ical systems by the example of some fractal oscillators. Moreover, we will consider
two types of hereditary dynamical systems: commensurable and incommensurate, for
which the corresponding stability theorems for rest points are valid. Next, examples
of applying these stability theorems to a fractal linear oscillator, the Duffing fractal
oscillator, are considered. The results of the study of the stability of the rest points of
the hereditary dynamical systems were confirmed by constructing phase trajectories
for the fractal oscillators under consideration. This article can be useful in the study
of a fairly new section in the theory of differential equations-fractional calculus.

Key words: stability, rest points, fractal oscillators, Gerasimov-Caputo operator,
phase trajectories, limit cycles, stable focus.
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