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Аннотация. В статье разрабатывается стохастическая модель для прогнозирования 

численности населения. Модель для прогнозирования численности мужского и женского 

населения представляет собой систему массового обслуживания с двумя типами заявок и 

марковским модулированным процессом. Метод и модель могут быть адаптированы для 

обработки различных типов данных и источников информации. Чтобы проиллюстрировать 

это, анализируются демографические данные Российской Федерации и прогнозируется 

изменение численности населения до 2115 года. При этом демонстрируется гибкость и 

преимущества применения данного подхода к прогнозированию численности населения и 

выделяются области, в направлении которых работа может быть продолжена. 

 

Abstract. The article develops a stochastic model for population forecasting. The model for 

forecasting the male and female population is a queuing system with two types of applications and a 

Markov modulated process. The method and model can be adapted to process various types of data 

and information sources. To illustrate this, the demographic data of the Russian Federation are 

analyzed and a change in population is forecasted before 2115. At the same time, the flexibility and 

advantages of applying this approach to population forecasting are demonstrated and areas in which 

work can be continued are highlighted. 
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Введение 

По мере того, как происходит переход от детерминированных демографических 

моделей к тем, которые учитывают неопределенности, является важным интегрировать 

различные источники неопределенности в структуру моделирования. Обоснование для 

рассмотрения стохастического подхода заключается в том, что он предлагает естественную 

вероятностную основу для прогнозирования будущих численностей населения. 

Изменчивость данных и неопределенности в параметрах и выборе модели могут быть явно 

включены с использованием вероятностных распределений, а предсказательные 

распределения следуют непосредственно из применяемой вероятностной модели.  
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Необходимость учета вероятностной неопределенности в оценках и прогнозах 

численности населения хорошо известна. Вероятностные прогнозы имеют преимущество 

перед другими прогнозами в том, что они определяют шансы или вероятность того, что 

определенная будущая характеристика населения будет в пределах некоторого диапазона [1–

7]. Однако, несмотря на известные преимущества вероятностных прогнозов, они еще не 

получили широкого распространения в статистических органах [8]. Причина в том, что 

существует много типов неопределенностей, которые необходимо учитывать, и включение их 

в прогнозы не всегда является простым.  

В данной статье в качестве стохастической модели для прогнозирования численности 

населения рассматривается автономная система массового обслуживания с двумя типами 

заявок, а процесс генерирования новых заявок предполагается марковским модулированным 

процессом. Данная работа продолжает и углубляет исследования, представленные в [9–13]. 

 

Стохастическая модель 

Рассмотрим автономную систему массового обслуживания с двумя видами заявок. 

Будем их называть заявками первого типа и заявками второго типа соответственно [14]. 

Определим процесс обслуживания заявок. Обслуживание заявок первого типа состоит из 

трех фаз, при этом обслуживание начинается на первой фазе в момент ее поступления на 

свободный прибор. Обозначим продолжительность обслуживания τ заявки первого типа, 

тогда: 

.321   

 

Пусть τi — независимые и экспоненциально распределенные случайные величины с 

параметрами μi, которые характеризуют длительности фаз обслуживания.  

Мы предполагаем, что заявка первого типа, завершив обслуживание на i-й фазе, с 

вероятностью qi переходит к обслуживанию на i+1-ю фазу, а с обратной вероятностью 1–qi 

завершает обслуживание и уходит из системы, 1,2i  . Обслуживание заявки первого типа 

всегда завершается после третьей фазы. Заявки первого типа, находящиеся на обслуживании 

на втором этапе, могут генерировать новые заявки (первого и второго типа). С вероятностью 

r генерируется заявка первого типа, а с вероятностью (1-r) второго типа. Поток новых заявок 

представляет собой MMP-процесс, заданный матрицей инфинитезимальных характеристик 

вида Q=[qkv], где k, v = 1, 2, ..., K, где K — число состояний управляющей цепи Маркова, а 

также интенсивностями генерации новых заявок λk. 

Определим процесс обслуживания заявок второго типа. Будем считать, что 

длительность обслуживания определяется величиной τ4, которая распределена 

экспоненциально с некоторым параметром μ4. После завершения обслуживания на 

единственной фазе заявка второго типа также покидает систему. 

В демографических терминах под заявкой первого типа мы подразумеваем женщину, а 

под заявкой второго типа — мужчину. Вторая фаза для заявок первого типа — 

репродуктивный возраст женщины, а время нахождения в системе массового обслуживания 

— продолжительность жизни человека. 

Поскольку общий коэффициент рождаемости [15], который варьируется каждый год, 

является основным показателем рождаемости в стране, целесообразно рассматривать 

процесс рождаемости в виде марковского пуассоновского процесса (ММП–процесс) [16]. 

Интенсивность рождаемости λk определяется формулой 
 

2 ,k k    
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где k  — суммарный коэффициент рождаемости за время пребывания цепи Маркова в 

состоянии k. 

 

Исследование системы массового обслуживания 

Обозначим, что где ni(t) — число заявок первого типа, обслуживаемых на i-й фазе в 

момент времени t, а m(t) — число заявок второго типа, находящихся на обслуживании в 

системе в момент времени t, тогда случайный процесс  1 2 3( ) ( ), ( ), ( ), ( ) ,
T

n t n t n t n t m t  

представляет собой цепь Маркова с непрерывным временем. С точки зрения демографии, 

ni(t) определяет количество женщин в фазе i в момент t, 1,3i   (в i-й возрастной группе), m(t) 

— количество мужчин в момент времени t. 

Для распределения вероятностей 
 

1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , , , , ) { ( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( ) }P k n n n m t P k t k n t n n t n n t n m t m      , 
 

пишем систему дифференциальных уравнений Колмогорова [16] 
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(1) 

 

Определим характеристическую функцию числа обслуживаемых заявок в системе 

массового обслуживания с двумя типами заявок в момент времени t в виде 
 

1 2 3
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, , ,

( , , ) ( , , , , , )exp{ ( )},
n n n m

H k u t P k n n n m t j u n u n u n u m     (2) 

 

где 1j  — мнимая единица. 

Из уравнения (1), учитывая (2), запишем уравнение для характеристической функции 

H(u,t) 
 

 1 1 2

1 4 2

3 32 4

1 1

1

2

2

2 2 3 4

3 4

( , , ) ( , , )
1 (1 )

( , , )
{ (1 ) ( 1) (1 )

( , , ) ( , , )
(1 )} {1 } {1 } ( , , ) .

ju ju ju

ju ju ju

k k

ju juju ju

vk

v

H k u t H k u t
j e q e e

t u

H k u t
j re e r e

u

H k u t H k u t
e q e j e j e H k u t q

u u



  

  

 



 

 
    

 


      



 
      

 


 

(3) 

 

Для нахождения вероятностных характеристик (первый и второй моменты для числа 

обслуживаемых заявок) применим метод моментов [16]. 

Продифференцируем (3) поочередно по u1, u2, u3, u4. Обозначив 
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получим следующую систему четырех обыкновенных дифференциальных уравнений, 

определяющую компоненты вектора z(t)={z1(t), z2(t), z3(t), z4(t)}
T 
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(4) 

 

Предполагается, что начальное распределение состояний MMP–потока цепи Маркова 

k(t) совпадает с конечным. Следовательно, цепь работает в стационарном состоянии, 

определяемом стационарным распределением вероятностей R(k). 

Известно, что стационарное распределение цепи Маркова определяется системой 
 

( ) 0vk

v
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и условием нормировки 
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Обозначим 
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и просуммируем все уравнения системы (4) относительно k, и получим 
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(5) 

 

где ( )k

k

R k   — интенсивность генерирования заявок MMP–потока. Запишем сразу 

решение системы дифференциальных уравнений (5) 
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1 2

3

1 1 2 2 1 1 2 2
3 1 2

3 1 2 1 3 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2
3 1 2

3 1 2 1 3 2 2 2

( )
( )( ) ( )( )

(0) ,
( )( ) ( )( )

t t

t

q q q q
z t С e С e

q q q q
z С С e

 



   

       

   

       



  
   

 
   

    

 

(8) 

 

1 2

4

1 1 1 1
4 1 2

4 1 2 1 4 2 2 2

1 1 1 1
4 1 2

4 1 2 1 4 2 2 2

(1 ) (1 )
( )

( )( ) ( )( )

(1 ) (1 )
(0) ,

( )( ) ( )( )

t t

t

r q r q
z t С e С e

r q r q
z С С e

 



   

       

   

       



 
  

   

  
        

 

(9) 

 

где характеристические корни λ1 и λ2 определяются как 
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а произвольные постоянные C1 и C2 имеют вид 
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где z1(0), z2(0), z3(0), z4(0) — начальные условия. 
 

Аналогично нахождению моментов первого порядка, мы можем найти моменты более 

высоких порядков для автономной системы массового обслуживания с двумя типа заявок и 

марковским модулированным процессом. 

 

Численные результаты и обсуждение 

Применим предложенную стохастическую модель в виде автономной системы 

массового обслуживания с двумя типами заявок и марковским модулированным процессом 

для прогнозирования численности мужского и женского населения в Российской Федерации. 

Предположим, что ожидаемая продолжительность жизни женщины может быть 

разделена на три этапа: средняя длительность первого этапа составляет 15 лет, второго этапа 

— 30 лет, а третьего этапа — 30 лет. Поскольку продолжительность жизни τ каждой 

женщины складывается из трех фаз τi, где τi — независимые и экспоненциально 

распределенные случайные величины с параметрами μi, характеризующими 

продолжительности фаз обслуживания, то 
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Вторая фаза жизни представляет собой репродуктивный возраст женщины. Мужчины 

образуют одну группу, продолжительность их нахождения в системе определяется 

продолжительностью фазы τ4 с параметром μ4 таким, что 
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Отправной точкой является 2015 год (https://clck.ru/HtJMY). Исходя из предположений 

о динамике суммарного коэффициента рождаемости, можно сделать прогнозную оценку 

демографической ситуации в Российской Федерации. 

Согласно Российскому статистическому ежегоднику (https://clck.ru/HtJMY), суммарный 

коэффициент рождаемости в 2015 году составил 1,777. В последние годы можно ожидать 

увеличение значения до 2,3 за счет активно проводимой демографической политики. Чтобы 

построить оптимистический сценарий для развития демографической ситуации, давайте 

установим 
 

   1,78 2,2 2,3 2,5 3,2 , 0,2 0,3 0,4 0,09 0,01
T T

R    
 

когда интенсивность рождения детей  определяется как 
 

 0,012 0,022 0,031 0,0075 0,001 .
T

   
 

Предположения об изменении суммарного коэффициента рождаемости служат 

отправной точкой для построения вероятностного прогноза. Положим q1=q2=1. Вероятность 

рождения девочки будем считать равной r=0,488, мальчика 1–r=0,512 соответственно.  

Согласно [17] в начальный момент времени t2015=0 известны следующие начальные 

условия 
 

1(2015) 11,885m  , 2(2015) 30,942m  , 3(2015) 35,669m  , 
 

где mi(t), 1,3i  – численность женщин соответствующей возрастной группы (млн. чел.), 

а численность мужчин 4(0) 67,8.m   

Используя возможности MathCAD и формулы (6)–(8) построен оптимистический 

сценарий изменения численности женщин в каждой возрастной группе, а по формуле (9) 

спрогнозирована динамика общей численности мужчин на долгосрочную перспективу (до 

2115 года). Полученные результаты представлены на Рисунке. 

 

 
 

Рисунок. Прогноз изменения численности женщин (синяя линия) и мужчин (красная линия) в 

Российской Федерации (млн чел.) 

 

Анализ Рисунка показывает, что при таком предположении о суммарном коэффициенте 

рождаемости численность женского и мужского населения России будет постепенно 

увеличиваться. Эффективность предложенной математической модели для прогнозирования 

численности мужского и женского населения подтверждено ее применением для 
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прогнозирования численности на период 1990–2010 гг., используя данные 1950–1990 гг. [9]. 

Сравнивая с реальными статистическими данными по численности населения периода 1990–

2010 гг., было продемонстрировано, что модель и метод обеспечивает достаточно точные 

прогнозы численности населения Российской Федерации. 

 

Заключение 

Итак, предложена новая стохастическая модель в виде автономной системы 

обслуживания с двумя типами заявок и марковским модулированным пуассоновским 

процессом. Ее исследования было проведено методом моментов. Разработанная модель и 

метод были успешно применены для прогнозирования численности мужского и женского 

населения в Российской Федерации.  
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