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У 
сучасному світі кожне підприємство так чи 
інакше зустрічається з однією з головних еко-
номічних проблем, а саме, з проблемою тран-

спортної логістики. «Логістика дозволяє розв’язати 
такі питання, як зменшення витрат на транспорту-
вання, вибір найкоротшого маршруту перевезень, 
скорочення витрат часу, спрощення складної схеми 
доставки продукції, зменшення всякого роду витрат» 
[1]. При цьому, великі підприємства мають цілі відді-
ли, що займаються транспортною логістикою, дрібні-
ші фірми та організації особисто приймають рішення 
про транспортування вантажу. Але, безперечно, об-
сяг і складність задач транспортної логістики вима-
гає професійного підходу до їхнього розв’язання.

Одним з таких професійних підходів природно 
вважається формалізація проблем транспортної ло-
гістики в оптимізаційні задачі. Задача Монжа – Кан-
торовича [2], відома як транспортна задача, є першою 
у своєму роді, що поклала початок проблеми розв’язку 
дискретних задач математичного програмування.

Транспортна задача з фіктивними доплатами 
являє собою важливий клас транспортних задач,  
а саме, задачу з розривними цільовими функціями. 
Ця задача через розривність її компонент в нулі ви-
падає з рамок задач лінійного програмування, що 
ускладнює її чисельний розв’язок з використанням 
засобів комп’ютерної математики. І хоча Балінський 
[3] привів алгоритм приведення таких задач до задач 
лінійного програмування, алгоритм розв’язку остан-
ніх носить лише наближений характер.

З іншого боку, сучасні засоби комп’ютерної 
математики, які розв’язують такого роду задачі з ви-
користанням генетичних алгоритмів, можуть дати в 
цьому напрямку розв’язання з меншими часовими та 
трудовитратами. 

Таким чином, автори статті пропонують роз-
глянути всі етапи математичного моделювання задачі  
з фіксованими доплатами, а також реалізувати в про-
грамі С++ алгоритм поведінки «бджолиного рою» 
(різновид генетичного алгоритму) для розв’язку си-
туативної задачі такого роду.

Для розв’язку транспортних задач з фіктивни-
ми доплатами можуть використовуватися теоретичні 
підходи, засновані на модифікації методу Балінського 
[4; 5], евристичні підходи, засновані на еволюційної 
оптимізації (так звані генетичні алгоритми) [6‒9],  
а також підходи, реалізовані експертами компанії, 
що здійснює перевезення вантажу, на підставі попе-
реднього досвіду [10]. Істотними недоліками вивче-
них робіт є: відсутність строго-математично обґрун-
тованих модифікацій методу Балінського дозволяє 
розв’язувати транспортні задачі лише наближено; 
інші роботи являють собою здебільшого огляд мож-
ливостей застосування генетичних алгоритмів до 
оптимізаційних задач у цілому; повна відсутність 
практичної реалізації розв’язку транспортних задач  
з фіксованими доплатами з використанням еволю-

ційної оптимізації взагалі.

Крім того, аналіз останніх робіт, присвяче-

них даній тематиці, виявив абсолютне ігнорування 

засобів комп’ютерної математики для чисельного 

розв’язку реальних економічних задач. Так, у роботах 

[11; 12] було проведено аналіз найбільш популярних 

систем комп’ютерної математики на предмет можли-

вості рішення в їхніх рамках задач оптимізації різних 

класів. Однак роботи не розкрили можливості паке-

тів по відношенню до математичного моделювання 

задач про розподіл транспортних засобів з фіксова-

ними доплатами.

Згідно з вивченою літературою автори статті 

пропонують розглянути основні аспекти транспорт-

ної задачі з фіксованими доплатами на підставі си-

туативної економічної задачі, що представляє собою 

один із складних класів транспортних задач – як у ма-

тематичному сенсі, так і в програмній реалізації.

Постановка задачі про розподіл транспорт-

них засобів з фіксованими доплатами. У загально-

му вигляді цю задачу формулюють так. Нехай через j  

позначені транспортні шляхи, тобто необхідно ви-

конати , 1,jb j n  рейсів. Нехай через i позначе-

ні транс портні засоби в кількості , 1, .ia i m
 

При 

цьому, час, необхідний для перевезення вантажу i-м 

транспортним засобом по j-му шляху становить tij,  

а транспортні витрати складають cij. На додаток необ-

хідно врахувати попередні транспортні роботи, на які 

витрачається час ijt
 
та гроші в кількості .ijc

 
Необ-

хідно оптимально розподілити наявні транспортні 

засоби , 1,ia i m  по , 1,jb j n
 
шляхах.

Математична постановка задачі. Позначимо 

через Xij кількість рейсів, яку транспортний засіб i 

повинен виконати по j-му шляху. Тоді математична 

модель транспортної задачі з фіксованими доплата-

ми має вигляд:

         1 1
( ) min

m n
ij ij

i j
F s x

  

(1)

за таких обмежень:

1

1

( ) , 1, ,

, 1, ,

0, 1, , 1, ,

int, 1, , 1, .

n
ij ij i

j

m
ij ij

i

ij

ij

h x a i m

x b j n

x i m j n

x i m j n

            

(2)

При цьому функції, що входять у співвідношен-

ня (1) і (2), описуються такими залежностями:

0, 0
( ) ;

, 0

ij
ij ij

ij ij ij ij

x
s x

c x c x

          

(6)

(3)

(4)

(5)
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0, 0
( ) .

, 0

ij
ij ij

ij ij ij ij

x
h x

t x t x

         

(7)

Таким чином, шукаються величини xij (кількість 

рейсів), що задовольняють природним транспорт-

ним обмеженням (2) ‒ (5) та мінімізують функцію 

(1). Залежності (6) ‒ (7) інтерпретуються як витрати 

(транспортні та часові) на перевезення вантажу i-тим 

транспортним засобом по j-му шляху.

Приклад розв’язку ситуативної економічної 

задачі. Підприємство має три виробничі лінії: вироб-

ництво газованої води, виробництво соків та вироб-

ництво напоїв. На шляхах до цих виробництв необхід-

но виконати відповідно [11   7   9] рейсів, використо-

вуючи транспортні засоби трьох типів. Корисний час 

транспортних засобів кожного типу відповідно стано-

вить [100   130   250]. Часові та транспортні витрати на 

виконання транспортним засобом перевезень опису-

ють такі матриці:

 

4 3 3 5 5 4
2 2 3 , 3 3 5 .
2 2 2 4 3 4

T C

Час ,ijt
 
який витрачається на попередні транс-

портні роботи, та транспортні витрати
 ijc

 
на прове-

дення цих робіт, задаються відповідно матрицями: 

1 2 1 1 2 2
2 1 3 , 1 1 2 .
1 3 2 2 1 1

T C

Необхідно оптимально розподілити наявні 

транспортні засоби , 1,3ia i
 
по , 1,3jb j

 
шляхах.

Математична модель задачі з урахуванням 

позначень, прийнятих для загальної моделі (1) – (7), 

буде мати вигляд:

11 12 13 21 22

23 31 32 33 min,
F s s s s s

s s s s          
(8)

де 

1 11 12 13

2 21 22 23

3 31 32 33

4 11 21 31

5 12 22 32

6 13 23 33

100,
130,
250,
11,
7,
9,

0, 1,3, 1,3, int .ij ij

f h h h
f h h h
f h h h
f x x x
f x x x
f x x x

x i j x

         

(9)

При цьому,

 

11
11

11 11

0, 0,
5 1, 0,

x
s

x x  
12

12
12 12

0, 0,
5 2, 0,

x
s

x x

 

13
13

13 13

0, 0,
4 2, 0,

x
s

x x  
21

21
21 21

0, 0,
3 1, 0,

x
s

x x

22
22

22 22

0, 0,
3 1, 0,

x
s

x x  
23

23
23 23

0, 0,
5 2, 0,

x
s

x x

31
31

31 31

0, 0,
4 2, 0,

x
s

x x  
32

32
32 32

0, 0,
3 1, 0,

x
s

x x

33
33

32 33

0, 0,
4 1, 0,

x
s

x x

11
11

11 11

0, 0,
4 1, 0,

x
h

x x  
12

12
12 12

0, 0,
3 2, 0,

x
h

x x

13
13

13 13

0, 0,
3 1, 0,

x
h

x x  
21

21
21 21

0, 0,
2 2, 0,

x
h

x x

22
22

22 22

0, 0,
3 1, 0,

x
h

x x  
23

23
23 23

0, 0,
3 3, 0,

x
h

x x

31
31

31 31

0, 0,
2 1, 0,

x
h

x x  
32

32
32 32

0, 0,
2 3, 0,

x
h

x x

33
33

32 33

0, 0,
2 2, 0.

x
h

x x

Чисельний розв’язок транспортної задачі  

з використанням алгоритму колонії бджіл. Бджо-

линий алгоритм, або алгоритм колонії бджіл на-

лежить до генетичних алгоритмів, що розв’язують 

задачі еволюційної оптимізації. Основні принципи 

роботи алгоритму ґрунтуються на реальній поведін-

ці бджолиного рою. Грубо кажучи, якщо уявити собі 

реальний бджолиний рій, основна мета якого – зна-

йти галявину з найбільшою кількістю квітів, легко 

пояснити принцип його роботи. Вилітаючи з вулика, 

бджоли не мають уявлення про найближчі галявини  

з квітами, тобто починають пошук з випадкової точ-

ки. При цьому кожна бджола пам’ятає як свою по-

зицію, так і знає інформацію про те, що інші бджоли 

знайшли галявину (галявини) з найбільшою кількістю 

квітів. При цьому у бджоли виникає вибір: прямува-

ти до решти бджіл на галявині з найбільшою кількіс-

тю квітів або залишитися на своїй позиції та продо-

вжити дослідження галявини на предмет виявлення 

кількості квітів на ній. Бджола починає рух до однієї 

з цих двох фіксованих точок залежно від того, що на 

неї більш впливає ‒ соціальний фактор (залежність 

від інших бджіл) або ж персональна позиція (самопо-

вага). По ходу руху бджола може знайти нову галяви-

ну з квітами розмірністю, більше, ніж попередні дві 

точки. У цьому випадку з’являється нова точка, яка 

позначається або як попередня персональна позиція 

бджоли, або як позиція всього рою. Інколи може ста-

тися, що бджола випадково пролетить повз галявини 

з більшою кількістю квітів, ніж були знайдені бджо-

лою (роєм) до цього. У цьому випадку весь бджоли-

ний рій спрямовується до цієї «втраченої» галявини, 

як на додаток до галявин, які були виявлені кожною 

(10)

(11)
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бджолою окремо. Це поведінка наочно демонструє 

дослідження бджолами поля з метою виявлення га-

лявини з найбільшою кількістю квітів. Згідно з їх-

ньою поведінкою, рано чи пізно бджоли знайдуть 

галявину з найбільшою кількістю квітів на ній і при-

пинять пошуки, тому що більше не будуть мати мож-

ливості знайти місця з великою кількістю квітів (воно 

вже знайдено). Таку поведінку бджіл з критерієм їх 

зупинки і було покладено в основу алгоритму пове-

дінки бджолиного рою.

Ф
ормальне описання цього алгоритму можна 

зустріти в роботах [13; 14], згідно з якими ав-

тори статті пропонують свій унікальних про-

грамний код, написаний мовою C++ та наведений на 

рис. 1 як наочна блок-схема, і відкритого програмного 

коду (рис. 2).

Після ініціалізації популяції бджіл по випадко-

вих позиціях усі бджоли упорядковано відповідно до 

значень цільових функцій (ЦФ) тих ділянок, на яких 

вони знаходяться. Визначається ε елітних ділянок, на 

які спрямовуються n бджіл. Ці бджоли знаходять нові 

ділянки в околицях елітних. Після чого в околиці ін-

ших ділянок (m – ε), залежно від значення їхньої ЦФ, 

бджоли відправляються у кількості (l = N – n).

Згідно з роботами [13; 14] вихідними даними 

алгоритму будуть:

1) загальне число бджіл (N);

2) загальне число ділянок (m);

3) число елітних ділянок (ε);

4) число бджіл на елітних ділянках (n);

5) число бджіл (l) на інших (m – ε) ділянках;

6) початковий розмір ділянок (S);
7) максимальне число ітерацій (I).
Бджолиний алгоритм працює так, що бджоли на 

кожному кроці обиратимуть елітні ділянки для до-
слідження та ділянки в околиці елітних. Це дозволяє 
урізноманітнити популяцію розв’язків на наступних 
ітераціях та збільшити ймовірність виявлення близь-
ких до оптимальних розв’язків.

Більш наочно можна зрозуміти алгоритм, вико-
ристовуючи рис. 1, згідно з яким на 1-му етапі роботи 
алгоритму N бджіл розташовуються випадково на по-
верхні (в околиці) m ділянок. На 2-му етапі визнача-
ються ЦФ ділянок. Далі ті ділянки ε, на яких значення 
ЦФ більше (елітні ділянки), відбираються для пошуку 
розв’язків в їхніх околицях (крок 3), причому на цих 
ділянках проводяться більш детальні дослідження, 
тобто відправляються більше бджіл, ніж на кожну  
з m – ε ділянок (крок 4). На 5-му кроці проводиться 
оцінка значень ЦФ і вибираються кращі бджоли від-
повідно до значень ЦФ досліджуваних ними ділянок. 
Ці бджоли формують нову популяцію розв’язків, яка 
братиме участь у наступній ітерації алгоритму. Далі 
бджоли здійснюють випадковий пошук в околиці 
елітних ділянок ε в пошуках нових розв’язків. Ця опе-
рація триває до тих пір, поки не буде досягнуто кри-
терію зупинки алгоритму.

Таким чином, ключовою операцією алгоритму 
бджолиного рою є спільне дослідження перспектив-
них областей та їхніх околиць. У кінці роботи алго-
ритму популяція розв’язків буде складатися з двох 
частин: бджоли з кращими значеннями цільової 
функції елітних ділянок, а також групи бджіл з випад-

ковими значеннями ЦФ.

1. Створення
популяції бджіл

2. Оцінка цільової
функції в популяції

3. Вибір ділянок
для пошуку

в їхньої околиці

6. Відправка бджіл,
які здійснюють

випадковий пошук,
та оцінка їхньої
цільової функції

5. Вибір бджіл
з кращими значеннями

цільової функції

4. Відправка
бджіл

7. Формування
нової популяції

бджіл

8. Перевірка умов
закінчення алгоритму.

Якщо вони виконуються,
то необхідно перейти
до п. 9, інакше – до п. 2

9. Кінець роботи
алгоритму

Рис. 1. Словесний опис алгоритму бджіл
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Рис. 2. Програмна реалізація алгоритму поведінки бджолиного рою
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Програмна реалізація цього алгоритму була 

здійснена на мовах С++ та OpenGL, код програми на-

ведено нижче (див. рис. 2).

Після створення певних налаштувань та ініціа-

лізації вихідних даних було проведено числові роз-

рахунки та порівняльний аналіз за кількістю ітерацій 

авторської програми з відомими засобами комп’ю-

терної математики (MS Excel, MATLAB), які наведено 

в табл. 1.

Таблиця 1

Числові розрахунки та порівняльний аналіз за кількістю ітерацій

Алгоритм Розв’язок задачі
Значення цільової 

функції

Кількість 

ітерацій

Пошук рішення в Microsoft Excel

0 0 6
11 4 0
0 3 3

X * 96optF ум. од. 6

Функція intprog в MATLAB

0 0 6
11 4 0
0 3 3

X * 96optF ум. од. 3

Авторський алгоритм «поведінки рою бджіл»

0 0 6
11 4 0
0 3 3

X * 96optF ум. од. 1

ВИСНОВКИ

У даній статті успішно вирішено ситуативну за-

дачу про розподіл транспортних засобів з фіксовани-

ми доплатами, що представляє собою досить склад-

ний клас транспортних завдань. Згідно з табл. 1 ви-

трати на маршрути складуть 96 ум. од. за умови роз-

поділу транспортних коштів відповідно до матриці. У 

результаті виконання завдання наведено всі основні 

аспекти математичного та комп’ютерного моделю-

вання задач з розривною цільовою функцією. Авто-

ри спеціально вибрали завдання малої розмірності з 

метою спростити виклад основного матеріалу та для 

більшої наочності. У подальших дослідженнях плану-

ється вирішити завдання з тестування наведеної на 

рис. 2 програми для задач великої розмірності.

Особливу увагу приділено комп’ютерному мо-

делюванню задачі про розподіл транспортних засо-

бів з фіксованими доплатами. На відміну від ряду 

останніх робіт, поряд зі стандартними підходами 

комп’ютерного моделювання, такими як MS Excel та 

MATLAB, у статті вперше використано алгоритм «по-

ведінки рою бджіл» для вирішення наведеної задачі. 
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