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Диленко В. А. Модель оптимального экономического роста с индуцированным научно-техническим прогрессом
На основе модели экономической динамики Харрода – Домара построена модель оптимального экономического роста с учетом индуцированного 
НТП.  С целью отражения индуцированного научно-технического прогресса в данной модели предлагается дополнительно выделять элемент 
доходов, который специально используется на инвестирование инновационной деятельности, реализация которой приводит к снижению ка-
питалоемкости развития рассматриваемой экономики. Для простейшего способа представления экономического механизма инвестирования 
индуцированного НТП получены аналитические решения соответствующей задачи оптимального управления. Исследование данных решений 
позволило выявить характерные особенности влияния параметров научно-технического прогресса и анализируемой экономической системы 
на выбор оптимальных траекторий её эволюции. В качестве возможных направлений развития представленных результатов могут рассма-
триваться задачи построения и анализа моделей оптимального экономического роста, реализующих различные варианты инвестирования 
индуцированного НТП, а также таких моделей, в которых данный механизм инвестирования задается не экзогенно, а является результатом 
их экономико-математического исследования. 
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з індукованим науково-технічним прогресом
На основі моделі економічної динаміки Харрода – Домара побудовано 
модель оптимального економічного зростання з урахуванням індуко-
ваного НТП. З метою відображення індукованого науково-технічного 
прогресу в даній моделі пропонується додатково виділяти елемент 
доходів, який спеціально використовується на інвестування інновацій-
ної діяльності, реалізація якої приводить до зниження капіталоміст-
кості розвитку економіки, що досліджується. Для найпростішого спо-
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В настоящее время инновационные процессы яв-
ляются определяющим фактором роста миро-
вой экономики. Для Украины развитие иннова-

ционной деятельности рассматривается и как одно из 
важнейших направлений выхода из экономического 
кризиса [4; 8]. Поэтому, в принципе, инновационные 
процессы должны в обязательном порядке учитываться 
при построении математических моделей любых эконо-
мических объектов.

На макроэкономическом уровне в экономико-
математическом моделировании инновационный фак-
тор рассматривается в форме автономного (экзогенного) 
и индуцированного (эндогенного) научно-технического 
прогресса (НТП) [6, с. 78–79]. В классических моделях 
экономического роста (в том числе и оптимального) 
инновационная деятельность традиционно учитывает-
ся в соответствующих производственных функциях [1,  
с. 789–792; 6, с. 86–92; 7; 9 и др.]. В отличие от этой схемы 
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представления НТП в [3, с. 60–84] строятся и анализи-
руются модели оптимальной экономической динамики,  
в которых воздействие автономного научно-техниче-
ского прогресса отражается с позиции снижения капи-
талоемкости экономики в процессе её развития. Целью 
настоящей работы является распространение данного 
подхода на случай модели оптимального экономическо-
го роста с учетом индуцированного НТП.

Для дальнейших построений в качестве базовой 
будем использовать модель Харрода – Домара, для ко-
торой уже получено ряд результатов в области пред-
ставления НТП и анализа его влияния на особенности 
эволюции макроэкономической системы [2; 3, с. 60–84].

Модель Харрода – Домара имеет вид:

         
( ) ( ).

dy
y t B C t

dt
 

  
(1)

Она описывает экономическую систему, для кото-
рой динамика дохода y(t) представляется в виде суммы 
инвестиций в развитие производства u(t) и непроизвод-
ственного потребления C(t). При этом величина инве-
стиций полагается пропорциональной скорости роста 
доходов с коэффициентом B, который имеет смысл ка-
питалоемкости прироста дохода, а потребление задает-
ся экзогенно [5, с. 204–206].

С целью отражения индуцированного научно-тех-
ни ческого прогресса в модели (1) в работе [2] 
предлагается дополнительно выделять элемент 

доходов G(t), который специально используется на раз-
витие инновационной деятельности и в рамках данной 
модели определяет динамику коэффициента капитало-
емкости B(t). Тогда модель Харрода – Домара приобре-
тает вид:

             
( ) ( ( )) ( ) ( ).

dy
y t B G t C t G t

dt
  

  
(2)

В свою очередь, функцию B(G(t)) предлагается 
определить следующим образом

 

0

0

( ( )) ,
1 ( )

t
B

B G t
G d



  

             

(3)

где λ – коэффициент пропорциональности, интерпрети-
руемый как параметр индуцированного НТП, который 
характеризует степень его воздействий на исходное 
значение показателя капиталоемкости B0. Очевидно, 
что в начальный момент времени при t = 0 B(G(t)) = B0.

Конкретизируем модель (2). Для простоты, как и 
в [2], будем полагать, что функция G(t), определяющая 
величину доходов, направляемых на развитие инно-
вационных процессов (реализацию индуцированного 
научно-технического прогресса), имеет вид G(t) = q, где 
q – некоторая постоянная величина. Тогда дифферен-
циальное уравнение (2) приобретает вид:

0( ) ( ).
1

B dy
y t q C t

qt dt
   
 

             
(4)

Используя (4), можно записать следующую модель 
оптимального экономического роста с учетом индуци-
рованного НТП:

      0
( ( ) ( ) ) max,

T
y t u t q dt  

  

(5) 

   0

1
( ),

dy qt
u t

dt B
 



  

(6)

0 ( ) ( ) ,u t y t q                     (7)

       0(0) .y y   (8)

Модель (5) – (8) является задачей оптимального 
управления, в которой величина инвестиций 
в производство (производственное накопле-

ние) u(t) – управляющий параметр, объем дохода y(t) – 
фазовая координата, а целевой функционал, учитывая, 
что C(t) = y(t) – u(t) – q, определяет суммарное непроиз-
водственное потребление за анализируемый период [0, T].

Для данной задачи функция Гамильтона имеет вид

0

1
( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ),

qt
H y u p t y t u t q p t u t

B
 

   

  

(9)

где p(t) – сопряженная переменная.
Определив из дифференциального уравнения 

1, ( ) 0
dp dH

p T
dt dy
  

           
(10)

 p(t) = T – t, функцию (9) можно записать как

2

0

0 0

( , , , ) ( ) [

1
1] ( ).

q
H y u p t y t q t

B
qt T

t u t
B B


    

 
  

       

(11)

Тогда согласно принципу максимума для опти-
мального управляющего параметра u*(t)

( ) , ( ) 0,
*( )

0, ( ) 0,
y t q t

u t
t

   


 

            

(12)

где функция переключения ϕ(t) имеет вид

 
2

0 0 0

1
( ) 1.

q qt T
t t t

B B B
  

    

       

(13)

В соответствии с экономическим содержанием па-

раметры λ > 0, B0 > 0, q > 0. Поэтому
 0

0
q

B


 

 

и, значит, 

функции ϕ(t) отвечает парабола, ветви которой направ-
лены вниз. Для определения и анализа оптимальных ре-
шений задачи (5) – (8) рассмотрим возможные варианты 
её расположения.

Пусть парабола находится в отрицательной об-
ласти соответствующей системы координат. Тогда для 
ординаты ϕ0 её вершины справедливо неравенство

2

0 0 0
0

0

4 1 1
0.

4

q T qT
B B B

q
B

    
     

   
  




    

(14)

Это неравенство можно переписать в более про-
стом виде
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2
0

1 1
2 .

4
B qT T

q
 

    
  

           

(15)

Очевидно, что при выполнении (15) ϕ(t) < 0, и по-
тому, согласно (12), если u*(t), y*(t), C*(t) соответству-
ющие оптимальные траектории, то при t ∈[0, T]

0 0*( ) 0, *( ) , *( ) .u t y t y C t y q        (16)
Из (15) следует, что для заданных параметров λ, B0, 

q всегда можно указать такое максимально возможное 

значение ,T  что для интервала времени [0, ]T  с пози-
ций критерия (5) для рассматриваемой экономики не-
обходимо весь доход направлять на непроизводствен-
ное потребление. Причем, чем большее значение имеет 
параметр B0, тем указанный период будет более продол-
жительным. В связи с тем, что B0 определяет темп тех-

нологического прироста
 0

1
,

B  
в содержательном плане

 
последнее утверждение означает, что чем менее техноло-
гически развитой является экономическая система, опи-
сываемая моделью (5) – (8), тем более длительным будет 
начальный период времени, при котором рост производ-
ства нецелесообразен и следует доход в полном объеме 
(за исключением инновационной части q) использовать 
только для непроизводственного потребления.

Пусть ϕ0 > 0. Тогда уравнение ϕ(t) = 0 имеет дей-
ствительные корни, которые представляют собой точки 
переключения оптимального релейного управления за-
дачи (5) – (8). Возможны различные варианты располо-
жения данных точек, определяемые знаками корней t1, 
t2 уравнения ϕ(t) = 0.

Выражение для вычисления можно записать сле-
дующим образом:

1
2 2 2 2

0
1,2

1 ( (2 4 ) 1)
.

2
qT q T T B q

t
q

       




 
(17)

Для краткости обозначим
1

2 2 2 2
01, ( (2 4 ) 1) .A qT D q T T B q          (18)

Тогда, анализируя (17), можно получить такие ус-
ловия:

если 0, | | ,A A D   то t1, t2 < 0,                        (19)

если | | ,A D  то t1 < 0, t2 > 0,                               (20)

если 0, ,A A D   то t1, t2 > 0,                            (21)

если | | , 0,A D A   то t1 < 0, t2 = 0,  (22)

если | | , 0,A D A   то t1 = 0, t2 > 0.  (23)

Рассмотрим варианты решений задачи (5) – (8) для 
каждого из указанных условий. При этом заме-
тим, что, используя (17), можно показать, что для 

большего корня уравнения ϕ(t) = 0 выполняется нера-
венство t2 < T.

Если оба корня уравнения ϕ(t) = 0 отрицательные, 
т. е. для значений параметров модели λ, B0, q, T справед-
ливы неравенства (19), то для оптимальных траекторий 

u*(t), y*(t), C*(t) выполняется (16), т. к. при t ≥ 0 переклю-
чательная функция ϕ(t) < 0.

Пусть t1 < 0, t2 > 0. Тогда

2

2

( ) , 0
*( ) ,

0,
y t q t t

u t
t t T

   


 

          

(24)

и уравнение (6) приобретает вид 

2
0

1
( ), 0 .

dy qt
y q t t

dt B
 

   

         

(25)

Решением (25) при y(0) = y0 является функция
2

0 0

1
2

0( ) ( ) .
q

t t
B By t y q e q



             (26)

Соответственно, для оптимальных траекторий 
u*(t), y*(t), C*(t) получаем:

2

2

( ) , 0 ,
*( )

0, ,
y t q t t

u t
t t T

   


 

          

(27)

2

2 2

( ), 0 ,
*( )

( ), ,
y t t t

y t
y t t t T
  


 

           

(28)

2

2 2

0, 0 ,
*( )

( ) , .
t t

С t
y t q t t T
  


  

         

(29)

При выполнении условий (21) для оптимального 
решения задачи (5) – (8) имеем две точки переключения 
t1, t2 > 0. Тогда 

1

1 2

2

0, 0
*( ) ( ) , ,

0, ,

t t
u t y t q t t t

t t T

  

   


 



          

(30)

0 1

1 2

2 2

, 0 ,
*( ) ( ), ,

( ), ,

y t t
y t y t t t t

y t t t T

  

  


 





           

(31)

0 1

1 2

2 2

, 0 ,
*( ) 0, ,

( ) , ,

y q t t
С t t t t

y t q t t T

   

  


   

         

(32)

где функция ( )y t  является решением дифференциаль-
ного уравнения (25) при y(t1) = y0.

Если параметры рассматриваемой модели удо-
влетворяют условиям (22) или (23), то для оптимальных 
u*(t), y*(t), C*(t) выполняются соотношения (16) и (27) – 
(29) соответственно.

Далее проанализируем влияние параметров ин-
дуцированного НТП на особенности оптимальной ди-
намики элементов экономики, представленной рассма-
триваемой моделью.

Обозначим z = λq. Будем интерпретировать z как 
некоторый обобщенный показатель инновационной 
деятельности (индуцированного НТП), частными по-
казателями которой являются параметры модели λ и q. 
Используя (15), запишем функцию 

2
0

1
( ) 2 4 .f z T z T B

z
   

           
(33)

Если f (z) < 0, то, согласно (15), оптимальному по-
ведению анализируемой экономической системы будут 
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отвечать соотношения (16). Если же f (z) > 0, то опти-
мальные траектории u*(t), y*(t), C*(t) соответствуют ва-
риантам, определяемым условиями (19) – (23).

Учитывая смысл параметров λ и q, аргумент функ-
ции (33) в рамках модели (5) – (8) может принимать 
только неотрицательные значения. При этом f (z) име-

ет единственную точку минимума
 

1
*z

T


 
и, соответ-

ственно, f (z) = 4(T – B0).
Поэтому при T > B0 при любых возможных значе-

ниях z f (z) > 0, а если T < B0, то уравнение f (z) = 0 имеет 
положительные корни z1, z2, определяющие интервалы 
значений z, для которых рассматриваемая функция име-
ет соответствующие знаки: f (z) > 0 при 0 ≤ z < z1, z2 < z и 
f (z) < 0, если z1 < z < z2.

Анализируя условия (19) – (23), можно показать, 
что при T > B0  для любых z > 0 будет выполняться толь-
ко неравенство (20), т. е., если u*(t), y*(t), C*(t) – опти-
мальные траектории, то они определяются соотноше-
ниями (27) – (29).

Содержательно это может интерпретироваться 
следующим образом: если плановый период T является 
достаточно продолжительным и/или рассматриваемая 
экономика обладает относительно высоким исходным 
уровнем технологического развития (низким значени-
ем коэффициента капиталоемкости B0), то качественно 
стратегия развития данной экономической системы не 
зависит от параметров λ и q индуцированного НТП. При 
любых их возможных значениях следует на начальном 
этапе 0 ≤ t < t2 весь доход y(t) – q использовать исклю-
чительно на производственное накопление, а затем при  
t2 < t ≤ T направлять весь его свободный объем y(t2) – q 
только на непроизводственное потребление. 

Иными словами, при используемой в модели схе-
ме инвестирования индуцированного научно-
технического прогресса для случая, когда ис-

ходное технологическое состояние анализируемой 
экономики и горизонт планирования таковы, что T > B0, 
инновационные процессы (значения их параметров) не 
являются определяющим фактором выбора макроэко-
номической стратегии развития.

Пусть T = B0. Тогда можно показать, что если 
1

,z
T


 
то для оптимального решения задачи (5) – (8) 

выполняются соотношения (16), в противном случае 
(27) – (29).

Рассмотрим решение задачи (5) – (8) при T < B0. 
Анализируя выполнимость условий (19) – (23) при  
0 < z ≤ z1 и z2 ≤ z, можно получить, что для указанного 
соотношения параметров T и B0 оптимальному решению 
данной задачи отвечают траектории, задаваемые соотно-

шениями (16) (причем, при z = z2 в точке
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 решение не определено), если 0 < z ≤ z2, и (30) – (33) при 
z2 < z.

Таким образом, при T ≤ B0, т. е., если экономика 
является технологически слаборазвитой (обладает от-

носительно высоким начальным значением коэффи-
циента капиталоемкости B0) и/или рассматривается 
краткосрочный плановый период T, то выбор значе-
ний параметров индуцированного НТП задает и выбор 
оптимальной стратегии экономического развития. При-
чем, пороговым значением величины обобщенного по-
казателя инновационной деятельности, определяющим 
смену оптимальной стратегии экономического разви-

тия, при T = B0 является
 

1
,z

T


 
а если T < B0, то z = z2. 

Результаты анализа задачи (5) – (8) при T > B0 и  
T ≤ B0 можно также интерпретировать в том смысле, 
что технологически слабая экономика является весь-
ма чувствительной (в плане определения оптимальной 
стратегии развития) к увеличению интенсивности реа-
лизуемых инновационных процессов. 

В случае T = B0 при превышении обобщенным по-

казателем порогового значения
 

1
T

 
происходит смена 

стратегии развития, предполагающей использование 
свободной части генерируемого дохода только на не-
производственное потребление, на стратегию, которая 
предусматривает сначала развитие экономики, а уже 
затем использование всего возможного дохода на не-
производственное потребление. Аналогично при T < B0,  
если значение z становится больше величины z2, то це-
лесообразным становится переход от указанной выше 
стратегии непроизводственного потребления к более 
сложной стратегии экономического развития с двумя 
точками переключения в течение планового периода: от 
непроизводственного потребления к развитию произ-
водства и обратно.

ВыВОДы
В работе на основе модели экономической дина-

мики Харрода – Домара построена модель оптималь-
ного экономического роста с учетом индуцированного 
НТП. Для простейшего способа представления эконо-
мического механизма инвестирования индуцированно-
го научно-технического прогресса получены аналитиче-
ские решения соответствующей задачи оптимального 
управления. Анализ данных решений позволил выявить 
характерные особенности влияния параметров НТП 
и рассматриваемой экономической системы на выбор 
оптимальных траекторий её эволюции.

В качестве возможных направлений развития пред-
ставленных результатов могут рассматриваться задачи 
построения и анализа моделей оптимального экономиче-
ского роста, реализующих различные варианты инвести-
рования индуцированного НТП, а также таких моделей, в 
которых данный механизм инвестирования (вид функции 
G(t)) задается не экзогенно, а является результатом их 
экономико-математического исследования.                    
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