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RESUMEN 

Este artículo presenta una metodología para el di-
seño de un control adaptativo basado en el control 

�������	�	��	��	������������������
���	��	��
(KF). El control de mínima varianza es una técni-
ca de mucho interés y ampliamente usada, ya que 
permite reducir el consumo de energía o material, 
o bien, incrementar el rendimiento de produc-
���������������
���	��	�����!���"��
�����!�����
que le da un soporte estocástico para el sistema 
	
	��	����������	�
��#!����	�	��	��
������	�����
de sistemas dinámicos, es posible su utilización 
arrojando buenos resultados. La implementación 
de la metodología se realizó en un entorno de de-
sarrollo integrado multiplataforma llamado Qt 

Creator basado en Qt 4,7, obteniendo óptimos 
resultados ante el problema de seguimiento de 
referencia; además, se puede observar que el es-
quema de control adaptativo presenta tiempos 
de establecimiento y sobrepasos notoriamente 
adecuados.

ABSTRACT 

This paper presents a methodology for design-
ing a minimum variance control- (MVC) and 
�	��	�� �����$� ��%�� &	��
� 	
	����� ��������
MVC is a technique of great interest, and it is 
widely used because it can reduce either energy 
or material consumption, or else, it can increase 
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velopment environment called Qt Creator Qt 
4.7-based, yielding good results when applied to 
the reference tracking problem. Moreover, it can 
be observed that the adaptive control scheme 
exhibits good settling times and notoriously ap-
propriate overshoots.

���
!���������'���	�����*+���	��	�����������	�
recursive method that provides stochastic sup-
port for adaptive systems, showing feasibility 
	�
� /��
� ���!���� '��� 
��	���� ������� �
�����-
cation. The methodology implementation was 
conducted in a multiplatform integrated de-

*   *   *
1.  INTRODUCCIÓN 

Los controles autosintonizados ofrecen ciertas 
ventajas ante los controladores convencionales, 

�� ���� �!	���� ��� �!�
��� �&������ !�	� ����/!�	-
ción óptima de su estructura para realizar etapas, 
igualmente, son capaces de resintonizarse ante 
perturbaciones o variaciones presentes en el pro-
ceso. La literatura pretende que los lectores y los 
investigadores se convenzan de que las técnicas 
de control adaptativos son una herramienta muy 
útil para el diseño de sistemas de control [1]. Den-
tro de este campo de los controles adaptativos, se 
pueden encontrar un número de técnicas que son 
empleadas para realizar la tarea de autosintoniza-
ción, métodos como: lógica difusa [2], algoritmos 

�������������035�����������!	
�	
������!������
[4], también existen la combinación de métodos 
como las redes neuronales y lógica difusa [5], y 
para aplicaciones no lineales se puede encontrar 
���������
���	��	���8���
�
��095��*�
	�����	���"�-
nicas han sido empleadas como herramientas para 
lograr un adecuado control de procesos. Este es-
tudio se enfocará en el control de mínima varian-
�	������������
���	��	����	�#!�������"��
���#!��
brindan buenas características a la estructura adap-
tativa; algunas de estas particularidades son, por 
�<��������	����!����
	
�
���������
���	��	���	�	�
estimar los parámetros de la planta en estudio, ade-
más el buen tiempo de cálculo para realizar estos 
estimados, ya que este método cuenta con cálculos 
matriciales, de forma que se obtengan las mínimas 
respuestas posibles; para el caso del control de mí-
nima varianza, se puede mencionar la orientación 
para efectuar acciones de control de pequeñísima 
magnitud.

El control de mínima varianza (MVC) es una 
técnica de control efectivo para plantas que in-
cluyen retardos en sus respuestas. En particular, 
el MVC tiene un control que intenta minimizar 
un término que penalice el esfuerzo de control. 

El KF es una representación en modelo de espa-
cio de estado de un sistema dinámico lineal, el 
cual entrega una solución recursiva al problema 
de estimación de parámetros, asumiendo que los 
ruidos presentados en el modelo de espacio de es-
tado se distribuyen de manera gaussiana. Si esto 
se asegura, la literatura menciona que el KF es el 
mejor estimador de mínima varianza lineal [1].

El artículo se encuentra estructurado de la si-
guiente manera: en la segunda sección se mues-
tra la metodología utilizada para realizar el 
esquema de control adaptativo, en la tercera 
sección se exponen los resultados al aplicar el 
control adaptativo a un caso simulado y a una 
	����	����� ��	�=� ��� ��	�������� ��� �������	�� �	��
conclusiones de la aplicación del esquema de 
control adaptativo.

2.  METODOLOGÍA 

Para realizar el esquema de control adaptativo, se 
contará con técnicas que realizan la estimación del 
modelo de forma secuencial, el cual usa cada dato 
individual tan pronto esté disponible; así, se pue-
de actualizar tanto la estimación del modelo como 
la señal que se quiere determinar, en este caso, 
la señal de salida del proceso. A continuación se 
detallarán las partes que contienen este esquema.



��������	
	��	�����	�	
����������	�	��	��	���������
���	��	�
CARLOS DAVID ZULUAGA RÍOS / EDUARDO GIRALDO

investigación

43

�������	
��������������
������

En esta sección se presenta de manera básica el 
método control de mínima varianza (MVC), don-
de se expone su estructura y cómo está compuesta 
la ley de control para un problema de seguimiento 
de referencia empleando MVC. 

El MVC es equivalente al control de un paso 
adelante, discutido en [1], en el caso de sistemas 
estocásticos se utiliza el controlador de mínima 
varianza. 

La motivación frecuente al usar el MVC, es que 
éste reduce la varianza de una variable dada, para 
����	���
���	�	��	&����	��
	������	��/!�	�>�����&-
serva cómo la varianza se reduce, la literatura re-
lacionada argumenta además que el rendimiento 
del controlador puede aumentar o su costo puede 
reducirse [1].

?	� �/!�	� >� ��� !�� �<������ 
�� �	� 	����	����� 
���
control a un molino de viento, se observa que para 
el caso de MVC el rendimiento puede incremen-
tarse para una probabilidad dada.

2.1.1 Diseño del control de mínima    
 varianza 

Considere un sistema SISO, descrito por la ecua-
ción (1), como un modelo autorregresivo de me-
dia móvil con entrada auxiliar (ARMAX) [1]:

� �(k)
A(q-1) y (k) = q -dB'(q-1) u(k) + C(q -1) –––     (1)

� �

Donde 
A (q-1) = 1+a1q

-1  + ... +an q
-n

B' (q-1) = b0 + b1 q
-1 + ... +an q

-m

C (q-1) = 1 + c1 q
-1 + ... +cl q

-l

Donde {u(k)} y {y(k)} son la señal de entrada y 
de salida, respectivamente, q–k representa opera-
dor de retardo presente en la planta y {w(k)} es un 
“ruido blanco”, el cual se distribuye normalmen-
te, como se presenta en la ecuación (2) [1]:

(2)

Los polinomios A(q–1), B´(q–1) y C(q–1) son fun-
ciones del operador de retardo q–1��J����!������	-
dor diferencia ((1– q–1)). La función de costo está 
dada por J = E{h(k +d)2)} en el caso de tener el 
problema de servo, el cual realiza el seguimiento 
de una señal de referencia; la expresión para la 
salida según el esquema empleado hasta ahora, se 
�!����	�����	���!	������3��0N5�

 

�����3�

Donde

Figura 1. Incremento del rendimiento con el uso del 
control de mínima varianza

Fuente: elaboración propia.
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Donde r(k+j) es la señal referencia. Los polino-
mios P(q–1), R(q–1) y S(q–1) son las ponderacio-
nes de la función de costo. Teniendo en cuenta 
�	� ��!	����� �3���y(k+d) es la salida del sistema, 
la cual debe ser predicha para el instante k. Para 
esto, se introduce la siguiente expresión Diofánti-
na dada por la ecuación (4) [6]

(4)

Y�����	�#!�����������
	
������J�
�� �	����!	���-
���� �3�� �� �Z�� ����������	�� �	�	���������	�� �!	�-
do se presentan perturbaciones. Si se multiplican 
ambos lados de la ecuación (1) por E(q–1�J����	�
ecuación Diofántina dada por (4) es sustituida por 
E(q–1�J�A(q–1), la predicción óptima para los d pa-
sos adelante se puede obtener a partir de la forma 
[6]

 (5)

Y!����!���
���	���!	������9������	���!	������3����
minimizando la función de costo para proporcio-
nar la señal de control ante el problema del servo 
MVC, se tiene la ecuación (6)

 (6)

?	� �/!�	� \� �!����	� ��� 
�	/�	�	� 
�� &��#!��� ���
lazo cerrado aplicando MVC al sistema.

2.2 Filtro de Kalman 

El KF ofrece una forma de estimar el estado xk 

de un modelo en un sistema estocástico lineal de 

�������������	�
	
�������	����!	��������^����_��
y (9), donde v1 y v2 representan entradas de ruido 
blanco. Si se remueven estas señales de ruido, el 
modelo se reduce a un sistema de espacio de esta-
do determinístico [1], [7], [8].

La estimación del proceso se puede ver como una 
'���	�
����������������	������	����~������������-
tima el estado en algún tiempo y luego obtiene la 
realimentación en la forma de las medidas (más 
ruido). Las ecuaciones para el KF se presentan en 
dos grupos: actualización de tiempo y actualiza-
ción de la medida [9].

La señal v1 es el ruido de proceso y v2 es el ruido 
de la medida u observación, estos son procesos 
estacionarios de ruido blanco con media cero y no 
correlacionados.

 (7)

Figura 2. Diagrama de bloques del servo MVC 
Fuente: elaboración propia.
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  (8)

Donde r(k+j) es una variable aleatoria y sus va-
lores iniciales para el estado es 0 y covarianza es 
�0; los valores de las matrices de covarianza para 
los ruidos del proceso y medida están consignado 
en la ecuación (9)

 (9)

Donde E es el valor esperado. Las matrices de 
covarianza Q y R se asumen contantes y la ma-
triz de covarianza  es cero debido a que no existe 
correlación entre los ruidos del proceso y medida. 

��� ������ ��� &	�	� ��� �	�� 
��� ���������	������� ��-
guientes [8]:

 � Y�� ��� �!�
�� ��� �	!���	��~� ��� ������ �������	� �	�
estimación del estado de mínima varianza.

 � Y��������!����	�+��������~�����������&�������	���-
timación del estado de mínima varianza lineal.

El teorema de Kalman se basa en la obtención de 
una ecuación que estime el estado posterior (k) 
como una combinación lineal del estado a priori 

(k), una ponderación de la diferencia entre la 
medida actual y(k) y una predicción de la medida 
C (k), haciendo D= 0, lo anterior se muestra en 
la ecuación (10)

 (10)

Donde Kn(k) es la ganancia de Kalman dada por 
la ecuación (11)

 (11)

2.2.1 Estimación de parámetros utilizando   
� ������
������	��	��

El modelo del proceso se describe como se mues-
��	�����	����!	��������>\�����>3�

 (12)

��>3�

Para este caso al aplicar el KF al sistema de las 
ecuaciones (7) y (8)   

y  [7]. Se asume que el estado 
inicial no está correlacionado con los errores y 
����	��	��	�����	�

���������
���	��	���	�	��	������	�����
���	����-
tros se puede resumir de la siguiente forma

1. Inicializar �����������

Para k = 1 ...N

2. Realizar propagación a partir de

(k)–  = (k –1)

���k)– �����k –1) +Q

3�� �'���!	���	�	��!	���	�����������
���
�

Donde  (k)– es la estimación a priori de los pará-
metros � (k�����k) es la matriz de covarianza de la 
propagación del error de estimación,  es la actua-
lización de la estimación de los parámetros � (k) 
����k) es la matriz de covarianza actualizada para 
error de estimación.

3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

Para dar a conocer los resultados al aplicar la es-
trategia de control adaptativo, se realizará prime-
ro una simulación de una planta que se ajusta a un 
modelo ARMA de segundo orden, luego se apli-
cará este esquema de control a un proceso real, 
������������	���
��!��������������������	������
el servomecanismo elaborado por Feedback con 

���/�	����� 33$>���>>��� �	�	� �	� ��	�	� 
�� �
��-
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����	����� 
�� �	���������� ��� ������� !�� ��
����
ARMAX de tercer orden, es decir, para la ecua-
ción (1) n=3��m=2 y l�3=���	������	�����
��������
��
�����'!����	���	
	�	����	�
������������	��	��

���������������

Para aplicar lo anteriormente plasmado, se toma-
rá un modelo ARMA de segundo orden, el cual es 
descrito por la ecuación (14), así:

y(k�����>3Z_u(k�>������>>3Zu(k–2) +
1,545y(k–1) – 0,5945y(k–2)        (14)

La simulación fue realizada en un entorno de 
desarrollo integrado multiplataforma Qt Creator 
basado en Qt 4,7. Para esta simulación, la señal 
de referencia es cambiada a disposición del usua-
rio, dándole un ambiente práctico. El retardo de 
la planta es considerado un paso. Además, los po-
linomios P(q –1) = R (q –1) =1 los cuales son las 
ponderaciones de la función de costo, se asumen 
iguales a la unidad o, dicho de otra manera, de 
orden cero, debido a las restricciones hechas por 

[10] y [11]; la ponderación de la señal de control 
P(q –1) = � se asume ser constante. En [6] reco-
miendan que esta ponderación tome un valor en-
tre 2,41< � < 11,55, este factor hace que la señal 
de control haga, o no, más esfuerzo para llevar 
la salida a su valor deseado, en nuestro caso a la 
señal de referencia.

Cuando se utiliza una ponderación constante del 
esfuerzo de control, lo que se logra con esto es la 
ubicación de los polos dentro de la zona de es-
tabilidad, en este caso, dentro del círculo unita-
rio. Existen diversos autores que han estudiado, 
de manera general, la elección de los polinomios 
de ponderación, mediante el análisis de los polos 
en la ecuación, característica del sistema de lazo 
cerrado. Nótese que, de esta forma, se establece 
una relación con el problema de asignación de po-
los [12]. Por otra parte, existen métodos que re-
�	����	���	����������������������	������������	���
como la eliminación del error en estado estacio-
�	����0>35����&�����	�	�#!������������	
������!�-
tante tenga una estructura de un PID [14].

Figura 3. Simulación de la aplicación del esquema de control adaptativo a un modelo ARMA(2)
Fuente: elaboración propia.
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��� �	� �/!�	� 3� ��� �&���	� #!��� ��� �	�� ������	��
muestras, la señal de salida es un poco diferente, 

	
��#!�����	�/�������
�� �
������	���������� ���-
gando a su convergencia; alrededor de la muestra 
>9�������	�#!�����	�/�������
���������
���	��	��
estima, de manera adecuada, los parámetros del 
modelo que ajusta el sistema de simulación. Se 
observa además que el control de mínima varian-
za responde de manera apropiada, teniendo un 
tiempo de establecimiento aproximadamente de 
10 muestras. De la aplicación del MVC al siste-
ma simulado, se puede observar que se presenta 
un sobrepasó cerca del 5 %.

��������������
��	����

Mostrados lo resultados obtenidos ante el sistema 
simulado, se procederá a observar los resultados 
de la aplicación del MVC adaptativo a el motor 
DC (ambiente práctico).

����	��/!�	�Z�����&���	��	���/!	��#!���	����!�	-
ción, que al principio el sistema está aprendiendo 
o estimando de manera adecuada y por ello se 
presentan cambios bruscos en las primeras mues-
tras; se observa además que, para la muestra 8 
se tiene, aproximadamente, una convergencia 
en los parámetros, por lo tanto, se tiene un esta-
blecimiento en la señal de salida; también de la 
�/!�	�Z�����!�
��
���	�	��#!���	���������	�&����
hechos en la referencia, el control adaptativo se 
comporta adecuadamente haciendo que la salida 
siga constantemente la señal deseada. Alrededor 
de la muestra 42, se observa que la planta se sa-
tura y no puede llegar a el valor de referencia, 
esto se debe a que el sistema de adquisición solo 
tiene salida de 0 V a 5 �������	��/!�	�9������	�
��
la muestra 42, se tiene que la señal de control 
llega y se mantiene en 5 V, hasta que se presenta 
un nuevo cambio en la señal de referencia, cabe 
resaltar que ante este efecto el sistema adaptativo 

Figura 4. Respuesta de la salida y la referencia para el motor DC

Fuente: elaboración propia.

Figura 5. Señal de control para el motor DC

Fuente: elaboración propia.
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vuelve y retoma el seguimiento de la señal desea-
da, como se observa en la muestra 60.

4. CONCLUSIONES 

En este estudio se mostró la aplicación del con-
�����	
	��	����&	�	
��������������������
���	�-
man, además, se expusieron las características del 
comportamiento de la estructura de control y del 
método que realiza la estimación de los paráme-
tros del modelo ajustado a la planta de la simu-
lación y del ambiente práctico. De las respuestas 
obtenidas, aplicando el esquema propuesto en 
este estudio, se observa que los tiempos de esta-
blecimiento y los valores de sobrepaso son ade-
cuados, además, cabe resaltar que ante cualquier 
variación de la señal de referencia, la estrategia 
de control adaptativo lleva, de forma adecuada, la 
salida a el valor deseado.

En este artículo, se consideró un problema de 
control lineal óptimo-cuadrático gaussiano, ob-
teniendo resultados notorios, poniendo de mani-
�������	����	��	���������������#!��������!�������
problema de síntesis, extendiendo la posibilidad 
de parametrizar el controlador con los parámetros 
del modelo del proceso. Esta propiedad hace que 
la estrategia de mínima varianza se utilizada en 
los sistemas de control adaptativo.
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��������/	�������
������	�����
���	���������
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�� ����
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