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Для параболо- гиперболического уравнения исследуются трехмерный аналог задачи
Трикоми с нехарактеристическими параллельными плоскостями изменения типов
уравнения. Единственность решения задачи доказана методом априорных оценок,
а существование решения задачи сведено к существованию решения системы
интегральных уравнений Вольтерра второго рода.
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Введение

Задача Трикоми и другие задачи на сопряжения для уравнений параболо - гипербо-
лического типа имеют многочисленные приложения. Первые результаты в этом напра-
влении содержатся в работе М.И. Гельфанда [1], где рассмотрена задача о движении
газа в канале, окруженном пористой средой. При этом в канале движение газа
описывается волновым уравнением, а вне его – уравнением диффузии. В работах
[2]-[4] приведены некоторые другие приложения таких задач. Задача Трикоми для
эллиптико-гиперболического уравнения в трехмерном пространстве с помощью метода
интегрального преобразования Фурье впервые исследована А.В.Бицадзе [5]. Затем
появились ряд работ (см.[6]-[12]), где рассматривались краевые задачи для уравнений
эллиптико- гиперболического типа в бесконечной цилиндрической области. Краевые
задачи для смешанных уравнений параболо- гиперболического типа в трехмерном
пространстве, используя интегральные преобразования рассматривались в работах
[13]-[19]. В этой работе исследуется трехмерный аналог задачи Трикоми для параболо-
гиперболического уравнения с параллельными плоскостями изменения типов.

Постановка задачи.

Пусть Ω – бесконечная цилиндрическая область трёхмерного евклидово пространства

переменных x,y,z , ограниченная поверхностью S =
6
∪

n=1
Sn, где при −∞ < z <+∞,

(S1) y = 0, 06 x6 1, (S2) y− 2
m2 +2

(x−1)
m2+2

2 = 0,

(S3) y+
2

m2 +2
(x−1)

m2+2
2 = 1, (S4) y = 1, 06 x6 1,

(S5) y+
2

m1 +2
(−x)

m1+2
2 = 1, (S6) y− 2

m1 +2
(−x)

m1+2
2 = 0,

a
Ω1 = Ω∩ (x < 0, 0 < y < 1) , Ω0 = Ω∩ (0 < x < 1, 0 < y < 1) ,
Ω2 = Ω∩ (x > 1, 0 < y < 1) , Di = Ωi∩ (z = 0) , i = 0,1,2,

σi = Si∩ (z = 0) , i = 1,6, I1 = Ω1∩Ω0, I2 = Ω0∩Ω2,

Jk = Ik∩ (z = 0) , k = 1,2.

Для уравнения

0 =


Uxx−Uy +Uzz, в Ω0,

Uxx− (−x)m1 (Uyy +Uzz) , в Ω1,

Uxx− (x−1)m2 (Uyy +Uzz) , в Ω2, mi > 0, i = 1,2,
(1)

рассмотрим следующую задачу.

Задача T2 . Найти регулярное решение уравнения (1) в области Ωk, k = 0,1,2,
обладающее следующими свойствами:

1) U (x,y,z) ∈C
(
Ω k
)
∩C1 (Ωk)∩C2,1,2

x,y,z (Ω0)∩C2 (Ω1∪Ω2) , k = 0,1,2;

причем первые производные непрерывны вплоть до границы области Ω j, j = 1,2;
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2) удовлетворяет граничным условиям

U |S1
= Φ1 (x,z) , 06 x6 1, −∞ < z <+∞, (2)

U |S2
= Ψ2 (y,z) , 06 y6

1
2
, −∞ < z <+∞,

U |S6
= Ψ1 (y,z) , 06 y6

1
2
, −∞ < z <+∞,

 (3)

lim
x→±∞

U (x,y,z) = lim
x→±∞

Uz (x,y,z) = 0. (4)

Из условия U (x,y,z) ∈C1 (Ω0) следует, что для решения U (x,y,z) при x = 0 и x = 1
выполняются непрерывные условия склеивания.

Отметим, что когда плоскостью разделения являлась только x= 0 , то аналогичная
задача исследована в работе [16]. Задача с параллельными плоскостями изменения
типов для параболо- гиперболического уравнения исследуются впервые.

Следуя идее А.В.Бицадзе [5], решение поставленной задачи будем искать в классе
интегралов Фурье, т.е. в виде

U (x,y,z) =
1√
2π

+∞∫
−∞

u(x,y,λ ) e−iλ zdλ . (5)

Имеет место следующая
Лемма. Пусть функция u(x,y,λ ) в области Dk, k = 0,1,2, является решением

уравнения

0 =


uxx−uy−λ

2u, в D0

uxx− (−x)m1 uyy +λ
2 (−x)m1 u, в D1

uxx− (x−1)m2 uyy +λ
2 (x−1)m2 u, в D2

(6)

таким, что интеграл (5) допускает двукратное дифференцирование по каждому
из параметров x,y,z. Тогда функция U (x,y,z), определяемая интегралом (5) является
решением уравнения (1).

Обратно, если U (x,y,z) есть решение уравнения (1), представимое интегралом (5)
и удовлетворяет условиям (4), то u(x,y,λ ) , определяемая по формуле

u(x,y,λ ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

U (x,y,z) eiλ zdz, (7)

является решением уравнения (6).
Доказательство. Проводится по схеме работы [5]. � Приведенная лемма позволяет

задачу T2 свести к следующим эквивалентным ей плоским задачам.
Задача T2λ . Найти регулярное решение уравнения (1) в областях Dk,k = 0,1,2,

обладающее следующими свойствами:

1) u(x,y,λ ) ∈C
(
D k
)
∩C1 (Dk)∩C2,1

x,y (D0)∩C2 (D1∪D2) , k = 0,1,2,

причем первые производные непрерывны вплоть до границы области D j, j = 1,2;
2) удовлетворяет граничным условиям

u|
σ1

= ϕ (x,λ ) , 06 x6 1, (8)
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u|
σ2

= ψ2 (y,λ ) , 06 y6
1
2
,

u|
σ6

= ψ1 (y,λ ) , 06 y6
1
2
,

 (9)

где

ϕ (x,λ ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

Φ(x,z)eiλ zdz, ψk (y,λ ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

Ψk (y,z)eiλ zdz, k = 1,2.

Функции ϕ (x,λ ) ∈C2[0,1], ψk (y,λ ) ∈C3[0, 1
2 ], k = 1,2 а также выполняются условия

согласования ϕ (0,λ ) = ϕ ′x (0,λ ) = ψ1 (0,λ ) = 0, ϕ (1,λ ) = ϕ ′x (1,λ ) = ψ2 (0,λ ) = 0 .
Итак, доказательство существования решения задачи T2 сводится к доказательству
разрешимости задачи T2λ для любого действительного значения параметра λ .

Априорная оценка и единственность решения

Докажем единственность решения задачи T2λ . Отметим, что для коэффициентов
уравнения (6) в области Dk, k = 1,2 известные условия принципа экстремума для
гиперболических уравнений, указанные в работе [20], не выполняются. Поэтому
доказать единственность решения задачи T2λ с помощью принципа экстремума сразу
не удается. Но, несмотря на это, можно получить оценку функции u(x,y,λ ), из
которого следует единственность решения задачи T2λ .

Для этого введем новую неизвестную функцию ϑ (x,y,λ ) по формуле

u(x,y,λ ) = exp(|λ |y) ϑ (x,y,λ ) (10)

Тогда функция ϑ (x,y,λ ) будет решением уравнения

0 =


L0 [ϑ ] = ϑxx−ϑy−|λ |(1+ |λ |)ϑ , в D0,

L1 [ϑ ] =−(−x)m1 ϑyy +ϑxx−2 |λ |(−x)m1 ϑy, в D1,

L2 [ϑ ] =−(x−1)m2 ϑyy +ϑxx−2 |λ |(x−1)m2 ϑy, в D2,

(11)

коэффициенты которого в области Dk, k = 1,2 удовлетворяют известным условиям
Агмона, Ниренберга, Проттера [20].

Теорема 1. (Принцип положительного максимума). Пусть ϑ (x,y,λ ) обладает
свойствами:

1) ϑ (x,y,λ ) ∈C
(
D0
)
∩C1 (D0) , причем первые производные непрерывны вплоть

до границы области D j, j = 1,2;
2) ϑ (x,y,λ ) удовлетворяет в области D0 неравенствуL0 [ϑ ]> 0, а в Dk, неравенству

Lk [ϑ ]> 0, k = 1,2 ,

9
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3)

ϑx

[
x,(1−2β1)(−x)

1
1−2β1 ,λ

]
− (−x)

2β1
1−2β1 ϑy

[
x,(1−2β1)(−x)

1
1−2β1 ,λ

]
> 0

−
[

1
2(1−2β1)

]1−2β1

6 x6 0, β1 =
m1

2(m1 +2)
,

ϑx

[
x,(1−2β2)(x−1)

1
1−2β2 ,λ

]
−

−(x−1)
2β2

1−2β2 ϑy

[
x,(1−2β2)(x−1)

1
1−2β2 ,λ

]
> 0

16 x6 1+
[

1
2(1−2β2)

]1−2β2

, β2 =
m2

2(m2 +2)
,

(12)

т.е. является неубывающей функцией от x на характеристике σ6 и σ2 соответственно.
Тогда функция ϑ (x,y,λ ) своего положительного максимума в области D достигает
на σ1.

Доказательство. Согласно результатам работы [20] (см.§4, теорема 2′) решение
ϑ (x,y,λ ) уравнения (11) в области Dk, k= 1,2 принимает свой положительный максимум
в некоторой точке (0,y1) ∈ J1 и (1,y2) ∈ J2 , тогда в этой точке ϑx (−0,y1,λ ) > 0 и
ϑx (1+0,y2,λ )> 0 соответственно. С другой стороны в силу теоремы 2 работы [21] и
леммы 1 работы [22], получим ϑx (+0,y1,λ )< 0 и ϑx (1−0,y2,λ )< 0 что противоречит
полученному выше неравенству.

Итак, функция ϑ (x,y,λ ) своего максимума на отрезке J1 и J2 , включая точки
(0;1) и (1;1) не достигает. Тогда из принципа максимума для гиперболических [20] и
параболических [21] уравнений следует, что функция ϑ (x,y,λ ) своего положительного
максимума в D достигает на σ1. Теорема 1 доказана. �

В области Dk, k = 0,1,2, определим функцию

W (x,y,λ ) =±ϑ (x,y,λ )+M exp [4(1+ |λ |)x+2y] , (13)

где ϑ (x,y,λ ) - регулярное решение уравнения (11), M = M1 +M2 = const ≥ 0.
Легко видеть, что L0 [W ]> 0 области D0 , Lk [W ]> 0 области Dk, k = 1,2. Для того

чтобы функция W (x,y,λ ) удовлетворяла условиям (12), достаточно положить

M1 = max
σ6

∣∣∣∣ϑx

[
x,(1−2β1)(−x)

1
1−2β1 ,λ

]
−

− (−x)
2β1

1−2β1 ϑy

[
x,(1−2β1)(−x)

1
1−2β1 ,λ

]∣∣∣∣
M2 = max

σ2

∣∣∣∣ϑx

[
x,(1−2β2)(x−1)

1
1−2β2 ,λ

]
−

−(x−1)
2β2

1−2β2 ϑy

[
x,(1−2β2)(x−1)

1
1−2β2 ,λ

]∣∣∣∣ .
(14)

При таком выборе для функции W (x,y,λ ) выполняются все условия теоремы 1.
Следовательно, функция W (x,y,λ ) достигает своего максимума на σ1 и отсюда

W (x,y,λ )6max
σ1
|W (x,y,λ )| .

10
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Переходя к функции ϑ (x,y,λ ) , имеем

|ϑ (x,y,λ )|6max
σ1
|ϑ (x,y,λ )|+2(M1 +M2)exp [2+4(1+ |λ |)] . (15)

Из (14) переходя к функции u(x,y,λ ) , находим

M1 = M3
[
max

∣∣ψ ′1y (y,λ )
∣∣+ |λ |max |ψ1 (y,λ )|

]
, M3 =

[
1

2(1−2β1)

]2β1

,

M2 = M4
[
max

∣∣ψ ′2y (y,λ )
∣∣+ |λ |max |ψ2 (y,λ )|

]
, M4 = 1+

[
1

2(1−2β2)

]2β2

.

(16)

Наконец, из (15), учитывая (16) имеем

|u(x,y,λ )|6 exp(|λ |)max |ϕ1 (x,λ )|+M5 exp(5 |λ |) ·
·
{

M3
[
max

∣∣ψ ′1y (y,λ )
∣∣+ |λ |max |ψ1 (y,λ )|

]
+

M4
[
max

∣∣ψ ′2y (y,λ )
∣∣+ |λ |max |ψ2 (y,λ )|

]}
,

(17)

где
M5 = 2exp(6) .

Из оценки (17) следует единственность регулярного решения задач T2λ и T2 . В самом
деле, пусть Φ(x,z) = 0, Ψk (y,z) = 0, k = 1,2. Тогда ϕ (x,λ ) = 0, ψk (y,λ ) = 0, k =
1,2. Следовательно, из (17) имеем, что u(x,y,λ ) ≡ 0 . Отсюда в силу (5) получим
U (x,y,z)≡ 0 .

Существование решения

Перейдем к доказательству существования решения задачи T2λ . Примем обозначения

u(0,y,λ ) = τ1 (y,λ ) , ux (0,y,λ ) = ν1 (y,λ ) ,
u(1,y,λ ) = τ2 (y,λ ) , ux (1,y,λ ) = ν2 (y,λ ) .

(18)

В области D0 , определим функцию

u(x,y,λ ) = exp
(
−λ

2y
)

ω (x,y,λ ) (19)

и решаем задачи{
ωxx−ωy = 0, ω|y=0 = ϕ (x,λ ) ,

ωx|x=0 = exp
(
λ

2y
)

ν1 (y,λ ) , ω
∣∣
x=1 = exp

(
λ

2y
)

τ2 (y,λ ) ,
(20){

ωxx−ωy = 0, ω|y=0 = ϕ (x,λ ) ,

ω|x=0 = exp
(
λ

2y
)

τ1 (y,λ ) , ωx|x=1 = exp
(
λ

2y
)

ν2 (y,λ ) .
(21)

Решение, задачи (20) и (21) выписывается в виде

ω (x,y,λ ) =
1∫

0

Gi (x,y;ξ ,0)ϕ (ξ ,λ )dξ−

−
y∫

0

Giξ (x,y;2− i,η)exp
(
λ

2
η
)

τ[i−(−1) i] (η ,λ )dη−

−
y∫

0

Gi (x,y; i−1,η)exp
(
λ

2
η
)

νi (η ,λ )dη , i = 1,2.

(22)

11
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где

Gk (x,y;ξ ,η) =
1

2
√

π (y−η)

+∞

∑
−∞

{
exp

[
−(x−ξ −4n)2

4(y−η)

]

−(−1)k exp

[
−(x+ξ −4n)2

4(y−η)

]
− exp

[
−(x−ξ −2−4n)2

4(y−η)

]

+(−1)k exp

[
−(x+ξ −2−4n)2

4(y−η)

]}
, k = 1,2,

-функция Грина смещенной задачи (20) и (21) (см.[23]).
Переходя к функции u(x,y,λ ) полагая, x = 0 , затем x = 1 , из (22) получим

основное функциональное соотношение между функциями τi (y,λ ) и νi (y,λ ) принесенное
из области D0 в x = 0 и x = 1

τi (y,λ ) =−
y∫

0

1√
π (y−η)

exp
[
(η− y)λ

2]
νi (η ,λ )dη−

−
y∫

0

ki (y,λ )√
π (y−η)

exp
[
(η− y)λ

2]
νi (η ,λ )dη−

−
y∫

0

1√
π (y−η)

exp
[
(η− y)λ

2]
τ[i−(−1) i] (η ,λ )dη−

−
y∫

0

ki (y,λ )√
π (y−η)

exp
[
(η− y)λ

2]
τ[i−(−1) i] (η ,λ )dη +A i (y,λ ) ,

(23)

здесь

A i (y,λ ) =
1∫

0

Gi (0,y;ξ ,0)exp
(
−λ

2y
)

ϕ (ξ ,λ )dξ

ki (y,η)− регулярная часть функции Грина Gi (x,y;ξ ,η) , i = 1,2.
Для получения соотношения между функциями τi (y,λ ) и νi (y,λ ) рассмотрим

решение задачи Коши для уравнения (6) в области Di, i = 1,2 (см.[24])

u(x,y,λ ) = γ1

1∫
0

τi [y+σi (2t−1)]

[t (1− t)]1−β i
Jβ i−1

[
2 |λ |σi

√
t (1− t)

]
dt+

+γ2 [x− (i−1)]
1∫

0

νi [y+σi (2t−1)]

[t (1− t)]β i
J−β i

[
2 |λ |σi

√
t (1− t)

]
dt,

(24)

где

γ1 =
Γ(2β i)

Γ2 (β i)
, γ2 =

Γ(2−2β i)

Γ2 (1−β i)
, σi =

2
mi +2

[x− (i−1)]
mi+2

2 ,

J−q (z) = Γ(1−q)
( z

2

)q
J−q (z) , i = 1,2,

Jq (z)− функция Бесселя первого рода.

12
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В области Di из решения (24) реализуя условия (9) и поступая как в работе [18]
получим соотношения между функциями τi (y,λ ) и νi (y,λ ) в виде

τi (y,λ ) = γ3

y∫
0

νi (t,λ )dt

(y− t)2β i
+ γ3

y∫
0

Ki (y, t,λ )νi (t,λ )dt +Fi (y,λ ) (25)

где

Ki (y, t,λ ) =

y∫
t

{
sβ i

tβ i (y− s)2β i

∂

∂ s
J0

[
2
√

µ t (s− t)
]
−

−
(

s
y

)β i 1

(s− t)2β i

∂

∂ s
I0

[
2
√

µ y(y− s)
]
−

−
(

s
ty

)β i ∂

∂ s
I0

[
2
√

µ y(y− s)
] s∫

t

ξ β i

(s−ξ )2β i

∂

∂ξ
J0

[
2
√

µ t (ξ − t)
]

dξ

}
ds,

(26)

Fi (y,λ ) = γ4y1−β i

 d
dy

y∫
0

s2β i−1ψi
( s

2 ,λ
)

ds

(y− s)β i
−

−
y∫

t

t
y

∂

∂ t
I0

[
2
√

µy(y− t)
] d

dt

t∫
0

s2β i−1ψi
( s

2 ,λ
)

(t− s)β i
dt

}
,

γ3 = 22β i−1 (1−2βi)
2β i γ4, γ4 =

Γ(β i)

Γ(2β i)Γ(1−βi)
, µ =

λ 2

4
, i = 1,2.

В x = 0 и x = 1 исключая τ1 (y,λ ) и τ2 (y,λ ) из (23) и (25), затем применяя формулу
обращения для уравнения Абеля, поменяв порядок интегрирования по формуле Дирихле,
после несложных вычислений, получим системы интегральных уравнений Вольтерра
второго рода относительно функции ν1 (y,λ ) и ν2 (y,λ ) :

ν1 (y,λ )+

y∫
0

Kr 1 (y, t,λ )ν1 (t,λ )dt+

y∫
0

Kr 2 (y, t,λ )ν2 (t,λ )dt = Fr 1 (y,λ ),

ν2 (y,λ )+

y∫
0

Kρ 1 (y, t,λ )ν2 (t,λ )dt+

y∫
0

Kρ 2 (y, t,λ )ν1 (t,λ )dt = Fρ 1 (y,λ ),

(27)

где
1) при 0 < mi < 2, i = 1,2, r = 1, ρ = 2;

Ki1 (y, t,λ ) =−
γ3 Γ(1−2β i)

Γ
(1

2 −2β i
)
(y− t)

1
2+2β i

− λ 2

π

1∫
0

eλ 2(t−y)ξ dξ

ξ−
1
2 (1−ξ )

1
2
+

+
γ3√

π

y∫
t

Kiη (η , t,λ )dη

(y−η)
1
2

, i = 1,2,
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K j2 (y, t,λ ) =
γ3√

π

d
dy

y∫
t

dη

(y−η)
1
2 (η− t)2β j

η∫
t

eλ 2(z−η)G jξ ( j−1,η ,2− j,z)dz+

+
γ3√

π

d
dy

y∫
t

dη

(y−η)
1
2

η∫
t

eλ 2(z−η)G jξ ( j−1,η ,2− j,z)K1 (t,z,λ )dz, j = 1,2,

Fk1 (y,λ ) =
1√
π

d
dy

y∫
0

1

(y−η)
1
2
[Ak (η ,λ )−Fk (η ,λ )−

−
η∫

0

eλ 2(t−η)Gkξ (k−1,η ,2− k, t)F1 (t,λ )dt

dη , k = 1,2,

2) при mi = 2, i = 1,2, r = 3, ρ = 4;

K(2+i) 1 (y, t,λ ) =−
λ 2

π
3
2 γ3 +π

1∫
0

eλ 2(t−y)ξ
ξ

1
2 (1−ξ )−

1
2 dξ+

+
γ3

πγ3 +
√

π

y∫
t

Kiη (η , t,λ )dη

(y−η)
1
2

+
1

π
3
2 γ3 +π

d
dy

y∫
t

eλ 2(t−η)ki (η , t)dη

(y−η)
1
2 (η− t)

1
2
, i = 1,2,

K(2+ j)2 (y, t,λ ) =
γ3

π
3
2 γ3 +π

d
dy

y∫
t

dη

(y−η)
1
2 (η− t)2β j

η∫
t

eλ 2(z−η)G jξ ( j−1,η ,2− j,z)dz+

+
γ3

π
3
2 γ3 +π

d
dy

y∫
t

dη

(y−η)
1
2

η∫
t

eλ 2(z−η)G jξ ( j−1,η ,2− j,z)K1 (t,z,λ )dz, j = 1,2,

F(2+k)1 (y,λ ) =
1

π
3
2 γ3 +π

d
dy

y∫
0

1

(y−η)
1
2
[Ak (η ,λ )−Fk (η ,λ )−

−
η∫

0

eλ 2(t−η)Gkξ (k−1,η ,2− k, t)F1 (t,λ )dt

dη , k = 1,2,

3) при mi > 2, i = 1,2, r = 5, ρ = 6;

K(4+i)1 (y, t,λ ) =

(
2βi− 1

2

)
sin2βi

γ3π
3
2 (y− t)

3
2−2β i

1∫
0

eλ 2(t−y)ξ
ξ
− 1

2 (1−ξ )2β i−1 dξ−

−λ 2 sin2βiπ

γ3π
3
2

1∫
0

eλ 2(t−y)ξ
ξ
− 1

2 (1−ξ )2β i−1 dξ +
sin2βiπ

π

y∫
t

Kiη (η , t,λ )dt

(y−η)1−2β i
+

+
sin2βiπ

γ3π
3
2

d
dy

y∫
t

eλ 2(t−η)ki (t,η)dη

(y−η)1−2β i (η− t)
1
2
, i = 1,2,
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K(4+ j)2 (y, t,λ ) =
sin2β jπ

π

d
dy

y∫
t

dη

(y−η)1−2β j (η− t)2β j

y∫
t

eλ 2(z−η)G jξ ( j−1,η ,2− j,z)dz+

+
sin2β jπ

π

d
dy

y∫
t

dη

(y−η)1−2β j

y∫
t

eλ 2(z−η)G jξ ( j−1,η ,2− j,z)K jt (t,z,λ )dz, j = 1,2,

F(4+k)1 (y,λ ) =
γ3 sin2βkπ

π

d
dy

y∫
0

1

(y− t)1−2βk
[Ak (t,λ )−Fk (t,λ )−

−
t∫

0

eλ 2(z−t)Gkξ (k−1,y,2− k,z)Fk (z,λ )dz
]

dt, k = 1,2,

Нетрудно заметить, что ядро Ki j (y, t,λ ) , непрерывно в [0;1]× [0;1] при y 6= t и
допускает оценку

∣∣Ki j (y, t,λ )
∣∣= O(y− t)−p , где 0 < p < 1 при m 6= 2, p = 0 при m = 2.

На основании исследования правой части (27) заключаем, что Fi1 (y,λ ) ∈C
(
Jk
)
∩

C2 (Jk) , i= 1,6, k= 1,2, причем F ′i1y (y,λ ) при y→ 0 может обращаться в бесконечность
порядка меньше единицы.

Следовательно, системы интегральных уравнений (27) с непрерывным ядром при
m = 2 и со слабой особенностью при m 6= 2 , согласно общей теории разрешимо. А
это доказывает разрешимость задачи T2λ .

После определения функции τ1 (y,λ ) и τ2 (y,λ ) решение задачи T2λ в области D0
находится как решение первой краевой задачи для уравнения (6)

u(x,y,λ ) =
1√
2π


y∫

0

exp
[
−λ

2 (y−η)
]

τ1 (η ,λ ) G∗
ξ
(x,y;0,η)dη−

−
y∫

0

exp
[
−λ

2 (y−η)
]

ϕ2 (η ,λ ) G∗
ξ
(x,y;1,η)dη+

+

1∫
0

exp
(
−λ

2y
)

ϕ1 (ξ ,λ ) G∗
ξ
(x,y;ξ ,0)dξ

}
,

здесь

G∗ (x,y;ξ ,η) =
+∞

∑
−∞

[V (x,y;ξ +2n,η)−V (x,y;−ξ +2n,η)],

V (x,y;ξ ,η) =


1√

y−η
exp

[
− (x−ξ )2

4(y−η)

]
, y > η

0 , y < η

- функция Грина первой краевой задачи [25].
Определив функции ν1 (y,λ ) и ν2 (y,λ ) следовательно τ1 (y,λ ) и τ2 (y,λ ) решение

задачи T2λ в области Dk, k = 1,2, выписывается в виде (25)

В заключение отметим, что для существования интеграла (5) необходимо требовать
от функций ϕ (x,λ ) и ψk (y,λ ) , (k = 1,2) удовлетворения следующим соотношениям

15
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при больших значениях |λ | :

ϕ (x,λ ) = O
(

1
|λ |χ exp(|λ |)

)
, ψi (y,λ ) = O

(
1

|λ |χ+1 exp(|λ |)

)
,

ψ
′
ix (y,λ ) = O

(
1

|λ |χ exp(|λ |)

)
, i = 1,2,

тогда из (17) получим оценку

u(x,y,λ ) = O
(

1
|λ |χ

)
, χ > 3,

которая, обеспечивает существование интеграла (5). Из указанных оценок также
следуют выполнение условий (3). Таким образом, доказана следующая

Теорема 2. Пусть функции Φ(x,z) и Ψk (y,z) , k = 1,2 непрерывны и стремятся
к нулю при z→±∞, а также Φ(0,z) = Φ′x (0,z) = Ψ1 (0,z) = 0,, Φ(1,z) = Φ′x (1,z) =
Ψ2 (0,z) = 0, Φ(x,z) дважды непрерывно дифференцируема по x, Ψk (y,z) , k = 1,2
непрерывно дифференцируема по y до третьего порядка включительно.

Кроме того, для преобразования имеют место оценка (17). Тогда решение
задачи T2 существует и единственно в классе функций, представимых в виде
интеграла Фурье.
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ABOUT THREE-DIMENSIONAL ANALOGUE OF THE
PROBLEM OF TRICOMI WITH PARALLEL PLANES

OF EXTINCTION
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Three-dimensional analogue of the problem of Tricomi with non-characteristic parallel
planes of change of types of the equation is investigated for a parabolic-hyperbolic
equation. The uniqueness of the solution of the problem is proved by the method of a
priori estimates, and the existence of the solution of the problem is enlightened to the
existence of a solution of the system of the second type Voltaire integral equation.

Key words: Tricomi problem, parabolic-hyperbolic equation, non-characteristic
plane, Fourier transform, maximum principle, apriori estimate, uniqueness, exis-
tence, system of integral equations.
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