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Введение

Свойством динамо систем является наличие инверсии без существенной пере-
стройки движения проводящей среды. В реальных системах такие инверсии носят
как регулярный характер, так и хаотический [2]. При сильном дифференциальном
вращении генерацию магнитного поля описывают с помощью αΩ-динамо [1]. В дан-
ной работе инверсии магнитного поля моделируются в простой динамической модели
αΩ-динамо с флуктуирующими интенсивностями α- и Ω-генераторов. Источниками
этих флуктуаций является результат синхронизации высших отброшенных мод поля
скорости и магнитного поля [4].

Основной целью работы в рамках принятой модели αΩ-динамо является получе-
ние решений системы магнитогидродинамического типа в сферическом слое с флук-
туирующими интенсивностями α- и Ω-генераторов, при которых возникают различ-
ные режимы генерации магнитного поля в случае относительного постоянства поля
скорости.

Постановка задачи

В модели αΩ-динамо предполагаем аксиальную симметричность поля скорости v
и магнитного поля B в сферической оболочке вязкой несжимаемой жидкости, вра-
щающейся вокруг оси Oz с постоянной угловой скоростью Ω. Считаем, что поле
скорости вязкой жидкости v нулевое на внутренней r = r1 и внешней r = r2 сфери-
ческих границах оболочки (граничные условия прилипания), магнитная проницае-
мость внутреннего и внешнего ядра одинаковы, среда вне ядра (r > r2 ) не прово-
дящая (принимаются вакуумные граничные условия на внешней границе и условия
ограниченности в центре Земли). Полагаем, что среднее течение v носит харак-
тер дифференциального вращения, которому соответствуют моды vT

k,1,0 из линейной
оболочки {vT

k1,1,0, vP
k2,2,0, vT

k3,3,0, vP
k4,4,0, . . .} инвариантной относительно кориолисо-

ва сноса. Любая такая мода порождает остальные по цепочке [5]. Аппроксимируем
скорость следующей комбинацией:

v = u(t)v0 = u(t)(α1vT
0,1,0 +α2vP

0,2,0 +α3vT
0,3,0 +α11vT

1,1,0 +α13vT
1,3,0), (1)

где v0 – мода Пуанкаре, | v0 |= 1, u(t) – амплитуда скорости, компоненты поля ско-
рости считаются независимыми от времени. Магнитное поле представляется мини-
мальным количеством низших собственных мод BP

0,1,0, BT
0,2,0, BP

0,3,0, достаточных для
получения осциллирующего динамо [3]

B = BT
2(t)B

T
0,2,0(r)+BP

1 (t)B
P
0,1,0(r)+BP

3 (t)B
P
0,3,0(r), (2)

где компоненты магнитного поля считаются независимыми от времени и составляю-
щая BP

0,1,0(r) является дипольной, B j
i (t) – амплитуды компонент магнитного поля.

Физические параметры жидкости считаем неизменными, турбулентность в ядре
изотропной и используем скалярную параметризацию α-эффекта в виде функции
α(r, θ) = α(r)cosθ , где max|α(r, θ)|= 1. Мы использовали два варианта вида ради-
альной части α-эффекта α(r): α(r) = const, α(r) =−sin(π(r− r1)).
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Подставим разложения (1) и (2) в магнитогидродинамическую систему c введён-
ным механизмом алгебраического подавления α-эффекта и осцилляции:

∂v
∂ t +Rem(v∇)v = Pm∆v−∇P−E−1Pm(ez×v)+(1+ζ (t)) fout +(∇×B)×B,
∂B
∂ t = Rem[∇× (v×B)]+∆B+Rα

1+ξ (t)
1+|B| [∇× (α(r,θ)B)],

∇ ·v = 0,
∇ ·B = 0,
v(r1) = v(r2) = 0,

(3)

где ζ (t) и ξ (t) – стохастические процессы с нулевым средним. Эти процессы мо-
делируют спонтанно возникающее и исчезающее когерентное влияние отброшенных
высших мод поля скорости и магнитного поля. Структура процессов определялась
также, как в работе [3], а именно, на оси времени задаётся случайная последова-
тельность точек 0 < τ1 < θ1 < τ2 < θ2 < .. . < τk < θk < .. .. Считаем, что k-ая по счету
когерентная структура образуется в момент τk и разрушается в момент θk. Тогда
T est

k = τk−θk−1 – время ожидания формирования очередной структуры, а Tk = θk−τk
– время ее существования. В течение времени ожидания T est

k процессы ζ (t) и ξ (t)
– нулевые, а в течение времени существования ζ (t) = ζk и ξ (t) = ξk, где ζk и ξk –
независимые случайные величины с нулевым средним, равномерно распределённые
на отрезках [−0.01;0.01] и [−0.1;0.1], соответственно. При моделировании использо-
валcя показательный закон распределения для времен ожидания T est

k и существова-
ния Tk, причем сами эти величины были независимыми. Средние значения 〈T est

k 〉= 5 и
〈Tk〉= 30, т. е. характерное время существования когерентных структур значительно
меньше времени их ожидания.

а) б)

Рис. 1. Характер генерации магнитного поля в зависимости от параметров Rα (тур-
булентный генератор) и Rem(крупномасштабный генератор). α -эффект зада-
ётся функциями а) α(r) = const, б) α(r) = −sin(π(r− r1)). Белая область –
магнитное поле затухает без осцилляций, зелёная – генерация поля с нарас-
тающими оссциляциями, синяя – с затухающими оссциляциями, красная –
генерация поля без оссциляций.

Применим к системе (3) метод Галёркина и получим систему cледующего вида:

∂u
∂ t

=−Pmu(t)∑
k

α2
k λk +(1+ζ (t)) fout + ∑

i, j,k
αiLi jkB jBk,

∂Bi

∂ t
= Remu(t)∑

k
α jWi jkBk−µiBi +Rα

1+ξ (t)
1+∑

k
Bk

∑
k

W α
ik Bk,

(4)
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где Re — число Рейнольдса, Rem — магнитное число Рейнольдса, Rα — амплиту-
да α-эффекта, fout — внешняя сила, µi — коэффициент вязкой диссипации, λi —
собственные значения моды Пуанкаре. Коэффициенты Li jk,Wi jk,W α

i j — это объёмные
интегралы от рассматриваемых полей.

На рис. 1 изображены области осциллирующего и неосциллирующего динамо
для используемых в работе видов задания α-эффекта при рассмотрении модели (4)
в линейном приближении без использования подавления α-эффекта и осцилляций и
без включения случайных процессов ζ (t) и ξ (t).

Далее проведём численное исследование режимов динамо в окрестности точки
бифуркации (Rem, Rα), выбираемой в зависимости от используемого вида задания α-
эффекта. В данном случае при фиксированном значении α-эффекта на границе двух
областей возможен переход из режима затухающих осцилляций к генерации поля
с незатухающими осцилляциями и обратно за счёт воздействия крупномасштабного
генератора, которое в данной модели обеспечивается числом Рейнольдса, являю-
щегося аналогом среднеквадратического значения скорости. В случаях включения
меньшего количества мод в разложение магнитного поля инвесии либо отсутствуют,
либо магнитное поле быстро затухает.

Результаты численного моделирования

Первоначально вычислительные эксперименты с моделью (4) проводились в окрест-
ности точки бифуркации (Rem, Rα), где Rem ∈ [10;1000] и Rα ∈ [1;100], для принятых
начальных условий u(0) = 1, BT

2 = 0, BP
1 = 0, BT

3 = 0, fout = 1, случайные величины ζk
и ξk исключили из модели, т. е. приняли равными нулю.

В результате получили следующие режимы динамо: квазипериодические с пере-
бросами и с отсутствием перебросов, затухание поля с осцилляциями и без осцил-
ляций. Увеличение собственного значения моды Пуанкаре приводит к увеличению
частоты осцилляций в магнитном поле.

а) б)

Рис. 2. Режимы изменения амплитуд моды Пуанкаре и магнитых мод при Rem =
100, Rα = 30 для собственных значений моды Пуанкаре: а) λ = 159 б) λ = 356,
соответсвенно.

На рис. 2 приведены примеры двух реализаций с квазипериодическим режимом
осцилляций для двух собственных значений моды Пуанкаре при Rem = 100, Rα = 20.
По вертикальной оси отложены безразмерные амплитуды компонент.

Аналогичные режимы получены при изменении параметров в следующих грани-
цах Rem ∈ [80;100], Rα ∈ [20,50], что не совпадает с результатами приведёнными на
рис. 1 для модели (4) в линейном приближении.
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На следующем этапе исследования модели (4) были включены стохастические
процессы ζ (t) и ξ (t), моделирующие спонтанно возникающее и исчезающее коге-
рентное влияние отброшенных высших мод поля скорости и магнитного поля, и
взято значение fout = 10. Отметим, что увеличение значения fout приводит к уве-
личению значений амплитуды поля скорости u(t) и двух амплитуд магнитного по-
ля BT

2(t),B
P
1 (t). Включение стохастических процессов приводит к появлению слабых

флуктуаций на фоне основного режима (рис. 3), которые хорошо заметны на графике
амплитуды поля скорости u(t) при сравнении рис. 3 и рис. 2. Здесь также получены
различные режимы генерации магнитного поля, которые однако не совпали с той
фазовой картиной, которая приведена на рис. 1.

а) б)

Рис. 3. Режимы изменения амплитуд моды Пуанкаре и магнитых мод при Rem =
100, Rα = 30 для собственных значений моды Пуанкаре: а) λ = 159 б) λ = 356,
соответственно.

Как отмечено выше, для рассматриваемой модели получены режимы осцилляций,
аналогичные тем, что указаны для линейного приближения, но параметры Rem, Rα

при этом сильно отличаются. Чтобы оценить насколько изменяется картина смены
режимов генерации магнитного поля при переходе от линейного приближения мо-
дели (4) к рассматриваемому нелинейному приближению, были построены фазовые
портреты в плоскости параметров Rem, Rα по результатам численного моделирования
системы для двух рассмотренных выше случаев (рис. 4).

а) б)

Рис. 4. Характер генерации магнитного поля в зависимости от параметров Rα (тур-
булентный генератор) и Rem(крупномасштабный генератор). α -эффект зада-
ётся функциями а) α(r) = const, б) α(r) = −sin(π(r− r1)). Зелёная область
– генерация поля с незатухающими осцилляциями, синяя – с затухающи-
ми осцилляциями, красная – генерация поля без осцилляций. Вычисления
проводились для собственного значения λ = 159 моды Пуанкаре.
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Сравнительный анализ показывает, что параметры, при которых происходит гене-
рация незатухающего магнитного поля с осцилляциями, претерпевает значительные
изменения на фазовой плоскости и, как следствие, точка бифуркации смещается в
другую область плоскости. Также для рассматриваемой модели характерно появле-
ние инверсий магнитного поля на фоне неизменной или слабо меняющейся ампли-
туды поля скорости, что позволяет считать изменение поля скорости равным нулю в
первом уравнении системы (4). Тогда амплитуда u(t) может быть выражена из пер-
вого уравнения системы (4) через амплитуды магнитных мод B j

i и четырёхмодовая
модель преобразуется к трёхмодовой, порождающей инверсии в магнитном поле.

Заключение

В предложенной простой модели динамо со стохастическими αΩ-генераторами
удаётся воспроизвести различные режимы динамо, которые наблюдаются в реальных
динамо-системах. При значениях параметров Rem ∈ [0;1000], Rα ∈ [0,100] четырёхмо-
довая модель может быть сведена к трёхмодовой модели, генерирующей инверсии в
магнитном поле. Достоинством предложенной модели является то, что источником
регулярных инверсий служит её внутренняя динамика, а нарушение этой циклич-
ности, сбои в работе динамо-машины, выход на режим хаотических инверсий –
обусловлены перестройкой структуры турбулентности. Переход от линейного при-
ближения к нелинейной модели c введённым механизмом алгебраического подавле-
ния α-эффекта и осцилляции и со стохастическими αΩ-генераторами приводит к
значительному изменению фазового портрета на плоскости параметров Rem, Rα и
координат точки бифуркации.
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