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Рассматривается краевая задача для уравнения третьего порядка параболического типа с
дробной производной Капуто. Методом энергетических неравенств получена априорная
оценка решения аналога второй краевой задачи для уравнения с кратными характери-
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Введение

В настоящее время теория краевых задач для дифференциальных уравнений с
частными производными дробного порядка является одним из интенсивно развива-
ющихся разделов современной теории дифференциальных уравнений. Наблюдается
существенный рост применения уравнений с частными производными дробного по-
рядка при описании физических и химических процессов, протекающих в средах с
фрактальной структурой, а так же при моделировании биологических явлений [1].
Работа [2] посвящена вопросам обобщения операций дифференцирования и инте-
грирования с целых порядков на дробные, а также приложениями теории дробного
интегрирования и дифференцирования.

Уравнение третьего порядка с кратными характеристиками содержащее произ-
водную первого порядка по времени

uy = uxxx + f (x,y),

впервые было рассмотрено в работах [3]–[5]. Полученные в них результаты были
обобщены для уравнения (2n-1)-го порядка в работе [6]. В работе [7] построены
фундаментальные решения с применением преобразования Лапласа, теории потен-
циалов и получены оценки этих решений.

Для уравнения
uy = uxxx +a1(x,y)ux +a2(x,y)u+ f (x,y),

в работе [8] доказано единственность решения и построена функция Грина краевой
задачи Каттабрига.

В работе [9] методом энергетических неравенств, как для дифференциальных,
так и для разностных краевых задач получены априорные оценки первой и третьей
краевых задач для уравнения третьего порядка с дробной производной Капуто.

В работах [10]–[11] получены априорные оценки решения различных краевых
задач, в том числе задачи Каттабрига для уравнения с кратными характеристиками
с дробной производной Капуто по времени.

В настоящей работе методом энергетических неравенств получена априорная
оценка решения краевой задачи для уравнения с кратными характеристиками с дроб-
ной производной Капуто по времени.

Постановка задачи

В прямоугольной области D = {(x,y) : 0 < x < r, 0 < y < h} рассмотрим уравнение

∂
α
0yu = λ1uxxx +λ2ux +λ3u+ f (x,y), 0 < x < r, 0 < y < h, (1)

с граничными условиями

ux(0,y) = ux(r,y) = uxx(0,y) = 0, 0 < y < h, (2)

и начальным условием
u(x,0) = τ(x), 0 < x < r, (3)

где

∂
α
0yu(x,y) =

1
Γ(1−α)

y∫
0

uτ(x,τ)
(y− τ)α

dτ
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– дробная производная Капуто порядка α, 0 < α < 1 [12].
В дальнейшем будем предполагать существование решения u(x,y)∈C3,1(D) задачи

(1) – (3), где C3,1(D) – класс функций, непрерывных вместе со своими частными
производными третьего порядка по x и первого порядка по y на D.

Введем следующие обозначения:

∥∥u
∥∥2

0 =

r∫
0

u2(x,y)dx, D−α

0y u(x,y) =
1

Γ(α)

y∫
0

u(x,τ)
(y− τ)1−α

dτ

– дробный интеграл Римана-Лиувилля порядка α [1].
Теорема. Если λ1 > 0, λ3 < 0, fx(x,y), τ ′(x) 6= 0 и f (x,y)∈C1,0(D), то для решения

u = u(x,y) задачи (1) – (3) справедлива априорная оценка∥∥u
∥∥2

0 ≤M
(

D−α

0y

∥∥ fx
∥∥2

0 +
∥∥τ
′∥∥2

0

)
. (4)

Доказательство. Умножим (1) на uxx(x,y) и проинтегрируем по x от 0 до r:

r∫
0

uxx∂
α
0yudx = λ1

r∫
0

(
u2

xx
2

)
x
dx+λ2

r∫
0

(
u2

x
2

)
x
dx+λ3

r∫
0

uxxudx+
r∫

0

uxx f dx. (5)

После преобразований, тождество (5) примет вид

r∫
0

uxx(x,y)∂ α
0yu(x,y)dx =

λ1

2
(
u2

xx(r,y)−u2
xx(0,y)

)
+λ2

(
u2

x(r,y)−u2
x(0,y)

2

)
+

+λ3 (u(r,y)ux(r,y)−u(0,y)ux(0,y))−λ3
∥∥ux
∥∥2

0 +

r∫
0

uxx(x,y) f (x,y)dx. (6)

Учитывая однородные условия (2), при λ1 > 0 равенство (6) переходит в следую-
щее неравенство

r∫
0

uxx∂
α
0yudx≤−λ3

∥∥ux
∥∥2

0 +

r∫
0

uxx f dx. (7)

Учитывая полученные результаты в [13] преобразуем слагаемые входящие в нера-
венство (7)

r∫
0

uxx∂
α
0yudx = ux∂

α
0yu
∣∣∣r
0
−

r∫
0

ux∂
α
0yuxdx =

= ux(r,y)∂ α
0yu(r,y)−ux(0,y)∂ α

0yu(0,y)−
r∫

0

ux∂
α
0yuxdx =−

r∫
0

ux∂
α
0yuxdx≤−1

2
∂

α
0y
∥∥ux
∥∥2

0,

∣∣∣ r∫
0

uxx(x,y) f (x,y)dx
∣∣∣= ∣∣∣ r∫

0

([ f (x,y)ux(x,y)]x− fx(x,y)ux(x,y))dx
∣∣∣=
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=
∣∣∣ f (r,y)ux(r,y)− f (0,y)ux(0,y)−

r∫
0

fx(x,y)ux(x,y)dx
∣∣∣=

=
∣∣∣− r∫

0

fx(x,y)ux(x,y)dx
∣∣∣≤ ε

∥∥ux
∥∥2

0 +
1

4ε

∥∥ fx
∥∥2

0.

Подставляя полученныые неравенства в (7) будем иметь

∂
α
0y
∥∥ux
∥∥2

0 ≤ 2(λ3 + ε)
∥∥ux
∥∥2

0 +
1

2ε

∥∥ fx
∥∥2

0. (8)

Полагая −λ3 = ε и применив к обеим частям неравенства (8) оператор дробного
интегрирования D−α

0y , приходим к следующему неравенству

∥∥ux
∥∥2

0 ≤
1

2λ3
D−α

0y

∥∥ fx
∥∥2

0 +
∥∥τ
′∥∥2

0. (9)

Учитывая неравенство
∥∥ux
∥∥2

0 ≥
2
r2

∥∥u
∥∥2

0, из (9) получим априорную оценку (4) с

константой M = max
{
− r2

4λ3
,
r2

2

}
. Из априорной оценки (4) следует единственность

и непрерывная зависимость решения задачи от входных данных. �
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