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Для нагруженного уравнения Маккендрика – фон Фёрстера с оператором Капуто
рассматривается нелокальная краевая задача с интегральным условием. Доказа-
на теорема существования и единственности решения поставленной задачи.
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In this paper we consider a nonlocal boundary value problem with an integral condition
for the McKendrick von Foerster loaded equation with the Caputo operator. The
existence and uniqueness theorem for the solution of the problem is proved.
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Введение

В данной работе предложено обобщение уравнения Маккендрика – фон Фёрстера
с помощью оператора Капуто по временной переменной.

Постановка задачи

В области Ω = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} рассматривается следующее уравнение

ux(x, t)+∂
α
0t u(x, t)+µu(x, t)+µ1u(x1, t) = 0, (1)

где ∂ α
0t - оператор Капуто порядка α ∈]0,1] [1, с. 11]. Уравнение (1) является нело-

кальным и оно относится к классу нагруженных дифференциальных уравнений в
частных производных первого порядка. При α = 1, µ1 = 0 уравнение (1) носит назва-
ние уравнения неразрывности Маккендрика – фон Фёрстера [2, c. 244].

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Регулярным решением уравнения (1) в области Ω назовем функ-
цию u = u(x, t) из класса u(x, t) ∈C(Ω), u(x, t) непрерывно дифференцируема по x, а
∂ α

0t u(x, t) ∈C(Ω), u(x, t) удовлетворяет уравнению (1) в области Ω.
В работе исследована следующая
Задача. Найти регулярное решение u(x, t) уравнения (1) в области Ω, удовле-

творяющее следующим условиям:

u(0, t) =
l∫

0

β (ξ , t)u(ξ , t)dξ , 0≤ t ≤ T, (2)

u(x,0) = τ(x), 0≤ x≤ l, (3)

где β (x, t) ∈C([0, l]× [0,T ]), τ(x) ∈C[0, l] – заданные функции.
Неоднородное уравнение (1) при µ1 ≡ 0 было исследовано в [3, с. 68]. Уравнение

(1) при α = 0 было рассмотрено многими авторами. В работах [4]-[5] для уравнения
(1) были рассмотрены нелимитированная и лимитированная популяционные модели
динамики возрастной структуры популяции. В [6] исследована математическая мо-
дель динамики возрастного состава и численности популяции с изъятием особей из
популяции, рассматривается метод решения задачи оптимизации возрастной струк-
туры популяции.

Представление решения

Для решения задачи (1)-(3) воспользуемся вспомогательной задачей. Сделав за-
мену u(x, t) = ϑ(x, t)e−µx в уравнении (1) приходим к следующему уравнению

ϑx(x, t)+∂
α
0t ϑ(x, t) =−µ1ϑ(x1, t)eµ(x−x1). (4)

Условия (2) и (3) для уравнения (4) примут вид

ϑ(0, t) =
l∫

0

β (ξ , t)ϑ(ξ , t)e−µξ dξ , 0≤ t ≤ T, (5)
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ϑ(x,0) = τ(x)eµx, 0≤ x≤ l. (6)

Условие (5) перепишем виде

ϑ(0, t) = ϕ(t), 0≤ t ≤ T. (7)

Чтобы найти решение ϑ(x, t) задачи (4)-(6), воспользуемся решением уравнения
(4) с условиями (6), (7), которое выписывается в виде [3, с. 66]:

ϑ(x, t) =
t∫

0

ϕ(η)w(x, t−η)dη +

x∫
0

τ(ξ )eµξ w1(x−ξ , t)dξ−

−
x∫

0

t∫
0

µ1ϑ(x1,η)eµ(ξ−x1)w(x−ξ , t−η)dηdξ , (8)

где w(x, t) и w1(x, t) определяются следующими равенствами

w(x, t) =
1
t

e1,0
1,α

(
− x

tα

)
, w1(x, t) =−

1
x

e0,1
1,α

(
− x

tα

)
,

а eµ,δ
α,β (z) – функция типа Райта [3, с. 22]. Найдем ϑ(x1, t). При x = x1 (8) примет вид

ϑ(x1, t) =
t∫

0

ϕ(η)w(x1, t−η)dη +

x1∫
0

τ(ξ )eµξ w1(x1−ξ , t)dξ−

−
x1∫

0

t∫
0

µ1ϑ(x1,η)eµ(ξ−x1)w(x1−ξ , t−η)dηdξ .

Чтобы найти функцию ϕ(t) удовлетворим (8) условию (5)

ϕ(t) =
l∫

0

β (ξ , t)eµξ

 t∫
0

ϕ(η)w(ξ , t−η)dη +

ξ∫
0

τ(ζ )eµζ w1(ξ −ζ , t)dζ−

−
ξ∫

0

t∫
0

µ1ϑ(x1,η)eµ(ζ−x1)w(ξ −ζ , t−η)dηdζ

dξ .

Относительно ϑ(x1, t) и ϕ(t) получаем систему интегральных уравнений Вольтер-
ра 2-го рода

ϑ(x1, t)+
t∫

0
ϑ(x1,η)K1(t−η)dη−

t∫
0

ϕ(η)w(x1, t−η)dη =
x1∫
0

τ(ξ )eµξ w1(x1−ξ , t)dξ ,

ϕ(t)−
t∫

0
ϕ(η)K2(t−η)dη +

t∫
0

ϑ(x1,η)K3(t−η)dη =
l∫

0
β (ξ , t)e−µξ

ξ∫
0

τ(ζ )eµζ w1(ξ −ζ , t)dζ dξ ,

(9)
где ядра K1(t−η), K2(t−η), K3(t−η) имеют вид

K1(t−η) =

x1∫
0

µ1eµ(ξ−x1)w(x1−ξ , t−η)dξ ,K2(t−η) =

l∫
0

β (ξ , t)1e−µξ w(ξ , t−η)dξ ,
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K3(t−η) = µ1

l∫
0

β (ξ , t)e−µξ

ξ∫
0

eµ(ζ−x1)w(ξ −ζ , t−η)dζ dξ .

Известно [7, с. 45], что система (9) однозначно разрешима.
Таким образом показано, что, если ϑ(x, t) является решением задачи (4)-(6), то

оно представимо в виде (8). Из соотношения (8) следует единственность решения
ϑ(x, t). Доказательство того, что функция ϑ(x, t) является искомым решением про-
водится так же, как и доказательство теоремы 2.6.1 в работе [3, с. 67].

Далее сделав обратную замену, получаем решение уравнения (1) с условиями
(2)-(3)

u(x, t) = e−µx
t∫

0

ϕ(η)w(x, t−η)dη + e−µx
x∫

0

τ(ξ )eµξ w1(x−ξ , t)dξ−

−µ1e−µx
x∫

0

t∫
0

u(x1,η)eµξ w(x−ξ , t−η)dηdξ , (10)

где ϕ(t) и u(x1, t) решения системы интегральных уравнений Вольтерра 2-го рода (9).
Таким образом, доказана следующая
Теорема. Пусть 0 < α < 1, τ(x) ∈ C[0, l] удовлетворяет условию Гельдера и

выполнено условие согласования

l∫
0

β (ξ ,0)τ(ξ )dξ = τ(0),

тогда существует единственное регулярное решение уравнения (1) с условиями
(2), (3), которое имеет вид (10).

Заключение

В работе найдено решение нагруженного обобщенного уравнения Маккендрика
– фон Фёрстера с нелокальным краевым условием путем сведения к интегральному
уравнению Вольтерра 2-го рода.
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