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Рассмотрена модель субдиффузии радона без адвекции. С помощью функции Грина най-
дено решение модели. Показано,что оно является обобщением ранее известного класси-
ческого решения.
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We consider a model of subdiffusion radon without advection. With the help of the Green’s
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known classical solutions.
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Введение

Радон – радиоактивный газ, находящейся постоянно в геосреде и эманирующий
в приземный слой атмосферы с разной интенсивностью в зависимости от деформа-
ционных возмущений и других факторов. Изучение радона как предвестника земле-
трясений официально началось в 1966 г. после сильного апрельского землетрясения
в г. Ташкенте с М=5,2. Именно тогда были успешно спрогнозированы автершоки
этого события по концентрации радона в грунтовых водах. Вследствие, чего в даль-
нейшем выросла практическая значимость математического моделирования процесса
переноса радона.

В этой работе мы рассмотрим режим массопереноса радона в пористой фракталь-
ной среде – режим субдиффузии. Субдиффузия радона – процесс диффузии радо-
на во фрактальной пористой среде, который протекает медленнее обычного режима
диффузии. Это обусловлено тем, что геосреда обладает сложной топологией каналов
между порами. Каналы изгибаются, сильно изрезаны, а в некоторых случаях мо-
гут разрываться, например, в силу наряжено-деформированного состояния геосреды,
поэтому процесс переноса радона замедляется.

Режим субдиффузии характеризуется дробным показателем β , который входит в
уравнение диффузии как порядок дробной производной по времени. В работе [1] этот
показатель соответствует доле каналов, открытых для протекания вещества. Такой
процесс обычно называют нелокальным по времени, а фрактальную среду, в которой
он происходит, средой с памятью. В этом работе мы рассмотрим режим субдиффузии
радон с позиции математического моделирования.

Постановка задачи и методика ее решения

Будем искать объемную активность радона A(η ,θ) в области

Ω = {−∞ < η < ∞,θ > 0} ,

а также считать, что перенос радона осуществляется только с помощью диффузии.
Уравнение переноса радона можно записать так:

∂ β A(η ,θ)

∂θ β
= D̄e

∂ 2A(η ,θ)

∂η2 − λ̄ (A(η ,θ)−A∞) . (1)

Здесь D̄e - коэффициент диффузии, λ̄ - постоянная распада радона, A∞- равновесное
значение объемной активности на некоторой глубине, производная порядка 0 < β < 1
понимается в смысле Герасимова-Капуто и определяется следующим образом:

∂ β A(η ,θ)

∂ tβ
=

1
Γ(1−β )

t∫
0

∂A(η ,ζ )

∂ζ
(t−ζ )−β dζ .

Для уравнения (1) известны граничные и начальные условия:

A(0,θ) = 0, lim
η→−∞

A(η ,θ) = A∞,A(η ,0) = φ (η) (2)
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Решим задачу (1)-(2) методом функции Грина. Для этого найдем функцию Грина
из следующей задачи Коши:

∂ β G2,β (η ,θ)

∂θ β
− D̄e

∂ 2G2,β (η ,θ)

∂η2 + λ̄G2,β (η ,θ) = 0 (3)

G2,β (η ,0) = δ (η)

Здесь δ (η) – функции Дирака. Сделаем преобразование Лапласа по θ и косинус-
преобразование Фурье по η уравнение (1). Получим следующее уравнение для транс-
форманты с учетом, что F [δ (η)(k)] = 1:

G̃2,β (k, p) =
1

pβ + D̄ek2 + λ̄
=

1
pβ +

(
D̄ek2 + λ̄

) (4)

Для изображения (4) известно [2], что обратное преобразование Лапласа по p дает:

G2,β (k,θ) = L−1

[
1

pβ +
(
D̄ek2 + λ̄

)](θ) = θ
β−1Eβ ,β

(
−
[
D̄ek2 + λ̄

]
θ

β

)
(5)

Здесь Eα,β (z) =
∞

∑
n=0

zn

Γ(αk+β )
– функция типа Миттаг-Леффлера. Обратное преоб-

разование Фурье для формулы (5) по k дает следующий результат:

G2,β (η ,θ) =
1
π

∞∫
0

θ
β−1Eβ ,β

([
D̄ek2− λ̄

]
θ

β

)
cos(kη)dk (6)

Теорема. Функция Грина (6) при значении параметра β = 1 переходит в функ-

цию G2,1 (η ,θ) =
e
−λθ−

η2

4tD̄e

2
√

πD̄et
.

Доказательство. Доказательство. Пусть в (6) β = 1 , будем иметь:

G2,1 (η ,θ) =
1
π

∞∫
0

E1,1
([

D̄ek2− λ̄
]

θ
)

cos(kη)dk = (7)

G2,1 (η ,θ) =
1
π

∞∫
0

exp
([

D̄ek2− λ̄
]

θ
)

cos(kη)dk.

Интеграл в формуле (7) можно вычислить по справочнику [3] его значение совпадает
с функцией Грина для классического уравнения диффузии:

G2,1 (η ,θ) =

exp
(
−λ̄ θ − η2

4tD̄e

)
2
√

πD̄et
. (8)

�
Отметим, что согласно справочнику [4] функция 8 является фундаментальным

решением одномерного нестационарного уравнения диффузии с поглощением веще-
ства.

48



Модель субдиффузии радона во фрактальной пористой среде . . . ISSN 2079-6641

Обобщение функции Грина на случай супердиффузии с дробным показателем
1 < α < 2 дается следующей формулой:

Gα,β (η ,θ) =
1
π

∞∫
0

θ
β−1Eβ ,β

([
D̄e |k|α − λ̄

]
θ

β

)
cos(kη)dk.

В работах [5]-[6] была найдена функция Грина в виде специальной функции Стокса
в случае, когда в уравнении (1) λ̄ = 0. Рассмотрим следующую задачу Коши:

∂ β A(η ,θ)

∂θ β
− D̄e

∂ 2A(η ,θ)

∂η2 + λ̄A(η ,θ) = 0, (9)

A(η ,0) = φ (η) , lim
η→±∞

A(η ,θ) = 0.

Согласно теореме о свертке двух функций, решение задачи (9) можно записать сле-
дующим образом:

A(η ,θ) =

∞∫
−∞

φ (ξ )G2,β (η−ξ ,θ)dξ .

Если в правой части уравнения (9) имеется функция источника F (η ,θ), тогда реше-
ние задачи Коши имеет вид:

A(η ,θ) =

∞∫
−∞

φ (ξ )Gβ (η−ξ ,θ)dξ +

t∫
0

∞∫
−∞

F (ξ ,τ)Gβ (η−ξ ,θ − τ)dτdξ .

Рассмотрим более общую задачу Коши:

∂ β Gα,β (η ,θ)

∂θ β
− D̄e

∂ 2αGα,β (η ,θ)

∂η2α
+ λ̄Gα,β (η ,θ) = 0,1 < 2α < 2, (10)

Gα,β (η ,0) = δ (η) .

Можно отметить, что при значении α = 1 задача (10) переходит в задачу (3). При-
меняя преобразование Фурье по θ и Лапласа по η , получим соотношение для транс-
форманты:

G̃α,β (k, p) =
1

pβ +Λ+ λ̄
, Λ =−D̄e |k|2α .

Это уравнение можно записать следующим образом:

G̃α,β (k, p) =
1

pβ +Λ+ λ̄
=

1
pβ + λ̄

1(
1+

Λ

pβ + λ̄

) .

В силу выполнения условия

∣∣∣∣ Λ

pβ + λ̄

∣∣∣∣ < 1 имеем сумму убывающей геометрической

погрешности вида:

G̃α,β (k, p) =
∞

∑
n=0

(−Λ)n(
pβ + λ̄

)n+1 .
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Обратное преобразование Лапласа согласно соотношению:

L−1

[
∞

∑
n=0

1(
pα + λ̄

)n+1

]
=

∞

∑
n=0

θ βn+β−1
(

∂

∂ λ̄

)n
Eβ ,β

(
−λ̄ θ β

)
n!

,

приводит к следующему результату:

G̃α,β (k,θ) =
∞

∑
n=0

(−Λ)n
θ βn+β−1

n!

(
∂

∂ λ̄

)n

Eβ ,β

(
−λ̄ θ

β

)
.

Из литературы известно [7], что(
∂

∂ λ̄

)n

Eβ ,β

(
−λ̄ θ

β

)
= 1Ψ1

[
(n+1,1)
(βn+β ,β )

∣∣∣∣− λ̄ θ
β

]
,

где 1Ψ1 (η) = 1Ψ1

∣∣∣∣ (σ ,α)
(µ,β )

∣∣∣∣η∣∣∣∣ = ∞

∑
k=0

ηkΓ(σ +αk)
k!Γ(µ +βk)

– обобщенная функция Райта. По-

этому можно трансформанту можно записать так

G̃α,β (k,θ) =
∞

∑
n=0

(−Λ)nθ βn+β−1
1Ψ1

[
(n+1,n)
(βn+β ,β )

∣∣∣∣− λ̄ θ β

]
n!

.

Обратное преобразование Фурье дает:

Gα,β (η ,θ) =
∞

∑
n=0

θ βn+β−1
1Ψ1

[
(n+1,1)
(βn+β ,β )

∣∣∣∣− λ̄ θ β

]
n!

F−1
[(

D̄e |k|2α
)n]

=

=− 1
π

∞

∑
n=1

D̄n
eθ βn+β−1 |η |−2αn−1 sin(αnπ)Γ(2αn+1)

n! 1Ψ1

[
(n+1,1)
(βn+β ,β )

∣∣∣∣− λ̄ θ
β

]
= (11)

=−θ β−1

|η |π

∞

∑
n=1

(
D̄eθ β

η2α

)n

sin(απn)Γ(2αn+1)

n! 1Ψ1

[
(n+1,1)
(βn+β ,β )

∣∣∣∣− λ̄ θ
β

]
.

Можно показать, что функция Грина задачи (11) в случае, когда α = β = 1 переходит
в известную функцию (7). Функция Грина Gα,β (η ,θ) является решением уравнения
субдиффузии, но и также супердиффузии. В литературе два обычно режима объеди-
няют понятием «аномальная диффузия» [8].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрен режим субдиффузии радона. Найдена функция Грина для
задачи Коши субдиффузии радона во фрактальной среде. Рассмотрены обобщения
задачи переноса радона в режиме субдиффузии и супердиффузии.
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