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Рассмотрена модель крупномасштабной МГД-конвекциии во вращающейся сферической
оболочке. Скорость представлена модой собственных колебаний вязкой проводящей
жидкости в этой оболочке. Найдены стационарные режимы конвекции. Установлена
возможность работы динамо в этой модели.
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Введение

Процесс формирования магнитных полей планет и звезд успешно объясняется
теорией гидромагнитного динамо. разработанные модели конвекции в жидких яд-
рах планет земного типа, газовых гигантах, конвективных зонах звезд позволяют
получать течения, которые могут формировать магнитные поля , близкие по своей
топологии к наблюдаемым.

Возможности вычислительных систем не позволяют вести прямое численное мо-
делирование трехмерных задач планетарного динамо на характерных временах, срав-
нимых с возрастом самих планет. Отметим при этом, что известные теоремы запрета
определяют принципиальную трехмерность задачи динамо [1]. В связи с этим чис-
ленные модели динамо для ядра Земли либо воспроизводят МГД-течения с хорошим
разрешение по пространству на относительно небольших временных масштабах, по-
рядка десятков тысяч лет, либо дают возможность просчитывать длительную эволю-
цию только крупномасштабных пространственных структур. При этом даже лучшие
сеточные модели геодинамо дают разрешение порядка 1 км по пространству [2, 3],
что очень далеко до масштабов разрешения турбулентности, составляющих для Зем-
ли величину порядка 1 м. Поэтому представляет интерес исследование крупномас-
штабных моделей динамо, позволяющих отслеживать эволюцию магнитного поля в
целом в течении длительного времени.

При разработке крупномасштабных моделей возникает необходимость задавать из
каких либо соображений геометрическую структуру конвекции, поэтому интересно
рассмотрение простейших моделей с «базисных» в некотором смысле геометриче-
скими структурами течений. В качестве важнейшего примера надо назвать класси-
ческую систему Лоренца [4], которая сыграла огромную роль в понимании многих
свойств конвекции и детерминированного хаоса. Отметим, что система Лоренца по-
лучена именно путем выделения «базисных» течений. В задаче конвекции в плоском
слое поле скорости разложено по собственным модам свободных затухающих коле-
баний вязкой жидкости в слое, а температура разложена по модам, пространственно
согласованным с модами скорости. Далее проведено предельное усечение, сохра-
няющее нелинейность – одна мода скорости, согласованная с ней температурная
мода и еще одна температурная мода, однородная по граничной поверхности. Затем
стандартная галеркинская процедура дает динамическую систему для амплитуд –
систему Лоренца.

В задачах динамо принципиальным является вращение конвективной области.
Если рассматривать галеркинскую процедуру для любого одномодового приближе-
ния скорости, то кориолисов член исчезнет из модели. Поэтому, для сохранения
информации о вращении, необходимо использовать моду, структурно устойчивую не
только относительно диссипации, но и относительно вращения. Таким свойством
обладают собственные колебания вращающейся вязкой жидкости.

В невязком случае это решения классической задачи Пуанкаре. Ее точные реше-
ния в сферических областях и общие свойства оператора задачи детально описаны
в [5]. В вязком случае точные решения задачи о подобных колебания для сфери-
ческой оболочки неизвестны, имеются лишь некоторые оценки спектра, доказана
ортогональность и полнота системы собственных функций, выделены некоторые ин-
вариантные подпространства оператора задачи [6]. Долее будем называть решения
этой задачи вязкими модами Пуанкаре.
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В настоящей работе предлагается модель крупномасштабного динамо с одномодо-
вым приближением скорости, где в качестве скоростной моды выступает аппрокси-
мация вязкой моды Пуанкаре линейными комбинациями собственных мод колебаний
невращающейся вязкой жидкости. Известно, что последние образуют ортогональную
полную систему в пространстве соленоидальных полей, нулевых на границе [7].

Уравнения модели

Прежде всего уточним постановку задачи динамо, которую далее будем обсуж-
дать.

Рассматривается конвекция проводящей замагниченной жидкости в сферической
оболочке D с твердыми границами. Жидкость находится в центральном поле тяго-
тения вида g = −(g2/r2)r где радиус-вектор отложен от центра оболочки O, а g2 –
ускорение свободного падения на внешней границе r = r2. Снаружи оболочки сре-
да непроводящая, внутри – проводящее твердое тело. Магнитные проницаемости
оболочки и внутреннего тела постоянны и совпадают. Оболочка и внутреннее тело
вращаются вокруг оси, проходящей через точку O с постоянной угловой скоростью
ω. На границах оболочки температуры постоянны, причем на внутренней выше, чем
на внешней.

Используем декартову и стандартно связанную с ней сферическую системы ко-
ординат с центром в точке O. При подходящем выборе единиц измерения времени,
расстояния, магнитной индукции, температуры, давления конвекция описывается
следующей системой уравнений

Pr−1 ∂v
∂ t

+(v5)v =4v−5p′+Ra
T
r2

r− 2
E

ez×v+ rotB×B,

∂T
∂ t

+(v5)(T +Ts) =4T,

∂B
∂ t

= rot(v×B)+Ro−14B,

5v = 0,

5B = 0,

(1)

где Pr – число Прандтля, Ra – число Релея, E – число Экмана, Ro – число Робертса,
поле T задает отклонение температуры от стационарного гиперболического профиля
Ts, а p′ – редуцированное давление, собравшее в себя все потенциальные слагаемые
из правой части уравнения Навье-Стокса.

Система (1) замыкается нулевыми условиями для скорости и температуры на
границах оболочки и вакуумными граничными условиями для магнитного поля [8].

В этих обозначениях вязкие моды Пуанкаре являются решениями спектральной
задачи

Pr−1
µv+4v−5p′− 2

E
ez×v,

5v = 0,
(2)

c нулевыми условиями на границах оболочки.
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Будем искать ее приближенные решения в виде комбинаций тороидальных и поло-
идальных собственных мод колебаний невращающейся оболочки vT

knm и vP
knm. Явные

выражения для них и уравнения на собственные значения µT
knm и µP

knmописаны в [9].
Можно показать, что при фиксированном m ≥ 0 линейные оболочки Hm всех торо-
идальных и полоидальных полей vT

kn(±)m и vP
kn(±)m образуют инвариантные подпро-

странства оператора задачи (2). Поэтому задачу можно решать отдельно в каждом
таком подпространстве.

Выберем теперь в одном из этих подпространсв некоторую конечную систему из
N полей из числа vT

kn(±)m и vP
kn(±)m, которые будем обозначать далее как vi.

Ищем решения задачи (2) в виде
N

∑
i=1

βivi, используя метод Галеркина. Известно,

что применение галеркинской процедуры при нулевых граничных условиях исклю-
чает из этой задачи давление [10].

Несложно показать, что тогда столбцы коэффициентов βi будут собственными
векторами матрицы с (i, j)-элементами, равными

Pr
(

µ jδi j +
2
E

∫
D

(
ez×v j

)
vidV

)
,

где интегрирование ведется по объему оболочки, а δi j – символ Кронекера.
Отберем пару сопряженных собственных значений этой матрицы и соответству-

ющие им сопряженные векторы (наборы коэффициентов βi). Каждый такой на-
бор определит аппроксимацию одной собственных мод задачи (2). Теперь сложим
эту пару аппроксимаций. В результате получим действительное стационарное поле
u(r) = ξ1v1 (r)+ . . .+ ξNvN (r), которое и будем использовать для одномодового при-
ближения скорости в задач динамо, предварительно отнормировав его по объему
оболочки.

Далее необходимо составить моду температуры T0 (r), структурно согласованную
со скоростью. Это предполагает, что в тех частях оболочки где положительна (от-
рицательна) радиальная составляющая поля u(r), должна быть положительна (от-
рицательна) и T0 (r). Поскольку тороидальные компоненты не имеют радиальной
составляющей, то все определяется только полидальными модами среди vi.

Пусть, например, v1 = vP
knm. Тогда ее радиальная проекция – n(n+1)

RP
kn(r)
r

Y m
n (θ ,ϕ)

и с ней согласуется необходимым образом собственная мода скалярного оператора
Лапласа в оболочке с нулевыми граничными условиям Rkn(r)Y m

n (θ ,ϕ). Здесь радиаль-
ные функции RP

kn(r) и Rkn(r) определяются из соответствующих спектральных задач,
обе нулевые на границах и имеют k нулей в интервале (r1;r2). При этом соответ-
ствующие нули функций практически совпадают. Все детали расчета таких функций
описаны в работе автора [9].

С учетом этих соображений получаем, что, если в состав u(r) входит vP
knm, то

в состав T0 (r) необходимо взять Rkn(r)Y m
n (θ ,ϕ) с таким же коэффициентом. После

определения подобным образом всех составляющих моды T0 (r) отнормируем ее в
объеме оболочки.

Также включим в модель еще однородную на сфере моду T1 (r) с одним нулем
на интервале (r1;r2). Это мода R10(r)Y 0

0 (θ ,φ). Она вводится в модель по аналогии с
построением системы Лоренца.

Тогда подстановка разложений v(r, t) = β (t)v(r) и T (r, t) = α0(t)T0 (r)+α1(t)T1 (r)
в первые два уравнения системы (1) и применение галеркинской процедуры даст
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систему

Pr−1 dβ

dt
=−µβ +RaCα0 +

∫
D

u(rotB×B)dV,

dα0

dt
= F0βα1 +Hβ −λ0α0,

dα1

dt
= F1βα0−λ1α1.

(3)

Постоянные коэффициенты этой системы

µ = µ1ξ
2
1 + . . .µNξ

2
N > 0, C =

∫
D

u
(

T0

r2
r
)

dV,

F0 =−
∫

D
T0 (u5)T1dV, F1 =−

∫
D

T1 (u5)T0dV,

H =−
∫

D
T0 (u5)TsdV, λi =−Ro−1

∫
D

Ti4TidV > 0.

Также при выводе системы учитывались ортогональность сферических гармоник

и равенство нулю интеграла
∫

D
u(u5)udV , легко устанавливаемое с помощью теоре-

мы Остроградского-Гаусса, для соленоидального нулевого на границе оболочки поля
u(r). Кроме этого несложно установить, что всегда F1 =−F0.

Видно, что в этой системе отсутствует кориолисов член. Как отмечалось выше,
это неизбежно при любом одномодовом приближении скорости. Однако информация
о вращении оболочки сохраняется в модели в виде формы самой моды скорости
u(r). Именно с этим связано использование для представления скорости вязких мод
Пуанкаре.

Отметим также , что при нулевом магнитном поле и подходящем перемасштаби-
ровании амплитуд и времени система (3) превращается в систему Лоренца.

Представим теперь и магнитное поле B(r, t) в виде комбинации K стационарных
мод

B(r, t) =
K

∑
s=1

γs(t)Bs(r), (4)

каждая из которых удовлетворяет вакуумным граничным условиям. Сами эти моды
можно выбирать из различных соображений, а формальные требования для них
опишем ниже. Пока будем считать лишь, что они нормированы в оболочке.

Подставим разложения (4) в уравнение индукции (третье уравнение системы (1)
и применим галеркинскую процедуру. Получим набор уравнений

K

∑
i=1

Qsi
dβs

dt
=

K

∑
i=1

Wsiβγi−Ro−1
K

∑
i=1

Msiγi,

Qsi =
∫

D
BiBsdV,

Wsi =
∫

D
rot(u×Bi)BsdV,

Msi =−
∫

D
Bs4BidV,

s = 1, . . . ,K.

(5)
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Подставив также разложения (4) в интеграл в первом из уравнений (3) и собрав
уравнения (3) и (5) в одну систему получим

Pr−1 dβ

dt
=−µβ +RaCα0 +

K

∑
i, j=1

Li jγiγ j,

dα0

dt
= F0βα1 +Hβ −λ0α0,

dα1

dt
= F1βα0−λ1α1,

K

∑
i=1

Qsi
dβs

dt
=

K

∑
i=1

Wsiβγi−Ro−1
K

∑
i=1

Msiγi,

s = 1, . . . ,K,

(6)

где Li j =
∫

D
u
(
rotBi×B j

)
dV .

Теперь можно сформулировать необходимые условия, которым должны удовле-
творять магнитные моды. Прежде всего, это отличие от нуля при каждом s хотя
бы одного из коэффициентов Wsi. В противном случае мода Bs не генерируется ме-
ханизмом динамо. Должен быть отличен от нуля хотя бы один из коэффициентов
Li j, так как в противном случае в системе нет влияния магнитного поля на течения
жидкости, т.е. мы приходим к кинематическому приближению. Наконец, матрица
коэффициентов Qsi должна быть хорошо обусловлена для ее устойчивой численной
обратимости.

Последнее можно обеспечить, например, если в качестве магнитных мод исполь-
зовать собственные моды оператора Лапласа с соответствующими вакуумными гра-
ничными условиями. Физически они имеют смысл собственных мод омической дис-
сипации магнитного поля в среде. Эти тороидальные и полоидальные моды образуют
почти ортогональную систему, что обеспечивает диагональность матрцы Q или, по
меньшей мере, диагональное преобладание в ней.

Отметим, что вышеприведенные требования к магнитным модам являются только
необходимыми. Вопрос о том будет ли конкретная комбинация мод приводить к
самогенерируещемуся за счет конвективных движений магнитному полю требует
отдельного исследования.

Уравнения крупномасштабного динамо

Рассмотрим теперь случай, когда используются всего две магнитные моды. Пер-
вая B1 – полоидальная, например вертикальный диполь, а вторая B2 – тороидальная,
согласованная структурно с модой скорости. При этом будем считать выполненными
вышеприведенные требования относительно коэффициентов Wsi и Li j.

Поскольку подпространства тороидальных и полоидальных полей инвариантны
относительно оператора Лапласа и ортогональны на сфере, то матрица Q единичная,
а M диагональная с положительными Mii. Также несложно показать, что диагональ-
ные элементы матриц W и L нулевые.
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Система (6) тогда примет вид

Pr−1 dβ

dt
=−µβ +RaCα0 +L12γiγ j,

dα0

dt
= F0βα1 +Hβ −λ0α0,

dα1

dt
= F1βα0−λ1α1,

dβ1

dt
=W12βγ2−Ro−1M11γ1,

dβ2

dt
=W21βγ1−Ro−1M22γ2.

(7)

Поскольку одновременнная смена знаков коэфициентов Fi равносильна смене зна-
ка амплитуды α1, можно считать, что F0 < 0 и F1 > 0. Смена знака L12 эквивалентна
смене знака у одной из амплитуд γi и у обоих коэффициентов W12 и W21. Поэтому,
не теряя общности, можно считать, что L12 < 0.

Выполним в системе (7) замену времени и амплитуд по следующим формулам:

t =
1
λ0

τ, β =
λ0√
|F0|F1

u, α0 =
λ0µ

RaC
√
|F0|F1

θ0,

α1 =
λ0µ

RaC|F0|
θ1, γ1 =

λ0√
Pr|L12W21|

B1,

γ2 = λ0

√
|W21|

Pr|F0L12|F1
B2

(8)

В новых переменных она примет вид

du
dτ

= σ (θ0−u)−B1B2,

dθ0

dτ
=−uθ1 + ru−θ0,

dθ1

dτ
= uθ0−bθ1,

dB1

dτ
= puB2− cB1,

dB2

dτ
= εuB1− f B2,

(9)

где σ =
µ

λ0
Pr> 0, r =

CH
λ0µ

Ra> 0, b= λ1/λ0 > 0, p=
W12|W21|
|F0|F1

, ε = sgnW21, c=
M11

Roλ0
> 0,

f =
M22

Roλ0
> 0.

Видно, что если положить в этой системе B1 ≡ B2 ≡ 0, то она превратиться в
систему Лоренца. Если же оставить в ней первое, четвертое и пятое уравнения и
считать в первом θ1 постоянной, то возникает система, похожая на систему двухдис-
кового динамо Рикитаки с трением, когда трение в обоих дисках совпадает [11, 12].

Далее в работе анализируются стационарные режимы, возникающие в системе
(9) при варьировании параметров.
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Стационарные режимы в модели крупномасштабного динамо

Рассмотрим состояния равновесия, возникающие в системе (9).
Прежде всего отметим, что у системы (9) есть нулевая точка покоя D0, устойчи-

вая при r < 1, и теряющая устойчивость при r = 1. При r > 1 возникают еще точки

DL1,L2 =
(
±
√

b(r−1);±
√

b(r−1);r−1;0;0
)
. Это все «лоренцевские» точки.

Наличие точек покоя с ненулевыми значениями магнитного поля существенно
зависит от знаков параметров p и ε.

Случай pε > 0.
В этом случае к точкам DL1,L2 могут добавиться еще четыре с ненулевыми зна-

чениями магнитного поля («магнитные» точки):

DM1 =

(√
f c
|p|

;
rb
√

f c|p|
d

;
r f c
d

;

√
σ f |rb|p|−d|

d
;ε

√
σc|rb|p|−d|
|p|d

)
,

DM2 =

(√
f c
|p|

;
rb
√

f c|p|
d

;
r f c
d

;−
√

σ f |rb|p|−d|
d

;−ε

√
σc|rb|p|−d|
|p|d

)
,

DM3 =

(
−

√
f c
|p|

;−
rb
√

f c|p|
d

;
r f c
d

;−
√

σ f |rb|p|−d|
d

;ε

√
σc|rb|p|−d|
|p|d

)
,

DM4 =

(
−

√
f c
|p|

;−
rb
√

f c|p|
d

;
r f c
d

;

√
σ f |rb|p|−d|

d
;−ε

√
σc|rb|p|−d|
|p|d

)
,

(10)

где d = f c+b|p|.
Очевидно, что все точки покоя разбиваются на три группы D0, DL1−L2 и DM1−M4, в

пределах каждой из которых точки переходят друг в друга при симметриях (отраже-
ниях в фазовом пространстве) системы (9). Поэтому геометрии фазовых траекторий
в окрестностях точек одной группы одинаковы.

При p > 0 условие возникновения точек DM1−M2 имеет вид принимает вид

r > 1+
f c
bp

, (11)

т.е. в этом случае с ростом числа Релея сначала, при 1 < r < 1+
f c
bp

, возникает кон-

векция недостаточная для поддержания магнитного поля, а затем, при выполнении
(11), появляется режим стационарной МГД-конвекции.

Разумеется, говорить о физических стационарных режимах можно только в том
случае, если соответствующие точки покоя устойчивы. Аналитическое исследование
на устойчивость ненулевых точек крайне затруднительно. Можно лишь сказать, что
в случае (11) «лоренцевские» точки неустойчивы в плоскости магнитных переменных.

Было проведено численное исследование исследование устойчивости «магнитных»
точек по первому приближению при случайном варьировании параметров системы
(9) в следующих диапазонах

10−2 ≤ σ ≤ 105, 10−1 ≤ b≤ 102,

10−4 ≤ p≤ 106, 102 ≤ c≤ 106,

102 ≤ f ≤ 106, 1≤ r ≤ 103,
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При имитации значений параметров их распределение было равномерным в лога-
рифмическом масштабе. Всего был проведен 1 млн. имитаций. Каждый раз проверя-
лась устойчивость «лоренцевских» точек, а если выполнялось (11), то и «магнитных».

Во время имитации возникали случаи как устойчивых, так и неустойчивых «маг-
нитных» режимов. При этом «лоренцевские» точки были как устойчивы, так и
неустойчивы в пространстве амплитуд скорости и температур независимо от устой-
чивости «магнитных» точек.

Поэтому, в рассматриваемом случае, в модели могут реализовыватьс различные
режимы как гидродинамической, так и МГД конвекции.

В случае p < 0 точки DM1−M2 являются при r < 1− f c
b|p|

, т.е. «магнитные» точки

могут возникнуть при как угодно малых значениях числа Релея, затем, при 1− f c
b|p|

<

r < 1, ненулевых точек покоя нет, а при r > 1 появляются только «лоренцевские».
Физически это выглядит неправдоподобно.

Было проведено численное исследование на устойчивость этих точек при тех
же варьированиях параметров σ , b, c, f , что и выше. Параметр p варьировался в
диапазоне

[
−106;−10−4] равномерно в логарифмическом масштабе, а параметр r был

равномерно распределен на отрезке [0;min{0,1− f c/(b|p|)}]. Всего было проведено
10 млн. имитаций и во всех «магнитные» точки оказывались неустойчивыми.

Таким образом, при p < 0 физических стационарных режимов динамо в рассмат-
риваемой модели не существует.

Случай pε < 0.
В такой ситуации система (9) имеет только «лоренцевские» точки покоя, поэтому

он далее не рассматривается.

Заключение

В настоящей работе рассмотрена модель динамо в сферической оболочке, управ-
ляемая модой собственных колебаний вязкой вращающейся жидкости. Использова-
ние такой моды для представления скорости обусловлено тем, что она структурно
устойчива по отношению к вязкой диссипации и вращению, поэтому является од-
ной из «базисных» мод подобных движений. Можно сказать, что гидродинамическая
часть модели является для задачи конвекции во вращающейся сферической оболочки
аналогом модели Лоренца для конвекции в плоском слое.

Изучена возможность реализации стационарных режимов МГД-конвекции при
крупномасштабном двумодовом приближении магнитного поля, когда используется
по одной тороидальной и полоидальной составляющей магнитной индукции. Найдены
явные выражения для критического значения числа Релея, при превышении которого
возникают эти режимы.

Фактически, рассмотренная модель объединяет в себе идеи модели Лоренца и
динамо Рикитаки с трением.
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