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Введение

Развитие уравнений в частных производных обусловлено широких кругом при-
кладных задач в физике, экономике, биологии и в других науках. В рамках теории
уравнений математической физики как дисциплины, читаемой в магистратуре, боль-
шой интерес представляют уравнения смешанного типа. Такие уравнения могут быть
использованы при описании различных физических процессов от пространственных
околозвуковых течений идеального политропного газа, гидродинамических течений
с переходом через скорость звука до бесконечно малых изгибаний поверхностей.

Постановка задачи

Рассмотрим на плоскости xOy обдасть D, где

D = D1∪D2∪D3∪AB∪AA0,D1 =
{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1,0 < y < 1

}
,

D2 =
{
(x, y) ∈ R2 :−1 < y < 0,0 < x < y+1

}
,AB =

{
(x, y) ∈ R2 : y = 0,0 < x < 1

}
,

D3 =
{
(x, y) ∈ R2 :−1 < x < 0,0 < y < 1

}
,AA0 =

{
(x, y) ∈ R2 : x = 0,0 < y < 1

}
,

т.е. D – есть шестиугольная область с вершинами в точках A(0, 0), C (0,−1), B(1, 0),
B0 (1, 1), D0 (−1, 1), D(−1, 0). Точка A0 имеет координаты A0 (0, 1).

Область D2 разделим на две части с помощью отрезка

AE =

{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x <

1
2
,y =−x

}
.

Тогда область D2 можно записать в виде

D2 = D21∪D22∪D3∪AE,

D21 =

{
(x, y) ∈ R2 :−1

2
< y < 0,−y < x < y+1

}
,

D22 =

{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x <

1
2
,x−1 < y <−x

}
,

, а E
(1

2 ,−
1
2

)
.

В области D рассмотрим уравнение(
a1

∂

∂x
+b1

∂

∂y

)(
a2

∂

∂x
+b2

∂

∂y

)
(Lu) = 0, (1)

где a1, b1, a2, b2 ∈ R, Lu≡
{

L1u≡ uxx−uy D1,
Liu≡ uxx−uy Di (i = 2, 3) .

Перед тем, как приступить к постановке задачи запишем все краевые условия и
условия склеивания на линиях изменения типа, которые воспользуются при поста-
новке краевой задачи.

Краевые условия:
u(1, y) = ϕ1 (y) ,0≤ y≤ 1, (2)

ux (1, y) = ϕ2 (y) ,0≤ y≤ 1, (3)
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uxx (1, y) = ϕ3 (y) ,0≤ y≤ 1, (4)

u(−1, y) = ϕ4 (y) ,0≤ y≤ 1, (5)

ux (−1, y) = ϕ5 (y) ,0≤ y≤ 1, (6)

uxx (−1, y) = ϕ6 (y) , 0≤ y≤ 1, (7)

u(0, y) = ϕ7 (y) ,−1≤ y≤ 0, (8)

ux (0, y) = ϕ8 (y) ,−1≤ y≤ 0 (9)

uxx (0, y) = ϕ9 (y) ,−1≤ y≤ 0, (10)

uxx (0, y) = ϕ9 (y) ,−
b2

a2
≤ y≤ 0, (11)

uxxx (0, y) = ϕ10 (y) ,−1≤ y≤ 0, (12)

uxxx (0, y) = ϕ9 (y) ,−
b1

a1
≤ y≤ 0, (13)

u(x, 0) = f1 (x) ,−1≤ x≤ 0, (14)

uy (x, 0) = f2 (x) ,−1≤ x≤ 0, (15)

uyy (x, 0) = f3 (x) ,−1≤ x≤ 0, (16)

uyyy (x, 0) = f4 (x) ,−1≤ x≤ 0, (17)

u|BC = ψ1 (x) ,0≤ x≤ 1, (18)

u|BE = ψ1 (x) ,
1
2
≤ x≤ 1, (19)

∂u
∂n

∣∣∣∣
BC

= ψ2 (x) ,0≤ x≤ 1 (20)

∂ 2u
∂n2

∣∣∣∣
BC

= ψ3 (x) ,0≤ x≤ 1, (21)

Условия склеивания на линиях изменения типа:

u(x,−0) = u(x,+0) ,0≤ x≤ 1, (22)
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uy (x,−0) = uy (x,+0) ,0≤ x≤ 1, (23)

uyy (x,−0) = uyy (x,+0) ,0≤ x≤ 1, (24)

uyyy (x,−0) = uyyy (x,+0) ,0≤ x≤ 1, (25)

u(−0, y) = u(+0, y) ,0≤ y≤ 1, (26)

ux (−0, y) = ux (+0, y) ,0≤ y≤ 1, (27)

uxx (−0, y) = uxx (+0, y) ,0≤ y≤ 1, (28)

uxxx (−0, y) = uxxx (+0, y) ,0≤ y≤ 1. (29)

Здесь ϕi
(
i = 1, 10

)
, ψ j

(
j = 1, 3

)
, fk
(
k = 1, 4

)
– заданные достаточно гладкие функ-

ции, n− внутренняя нормаль к прямой x− y = 1. В зависимости от коэффициентов

a1,b1,a2,b2 характеристик b1x−a1y = const и b2x−a2y = const операторов a1
∂

∂x
+b1

∂

∂y

и a2
∂

∂x
+ b2

∂

∂y
уравнения (1) получается очень много случаев, основными которых

являются 22 случая, для которых ставятся различные краевые задачи.
Приступим к постановке краевой задачи для уравнения (1).
Задача. Найти функцию u(x, y), которая 1) непрерывна в замкнутой области

D; 2) удовлетворяет уравнению (1) в каждой из областей Di (i = 1, 2, 3); 3) удо-
влетворяет краевым условиям и условиям склеивания на линиях изменения типа
из таблицы.

В настоящей статье укажем идею решения поставленной задачи лишь в случае
1o. В этом случае уравнение (1) имеет вид:

∂ 2

∂x2 (Lu) = 0.

Это уравнение можно переписать в виде

Lui = ωi1 (y) · x+ωi2 (y) , i = 1, 2, 3,

где введено обозначение u(x, y) = ui (x, y) , (x, y) ∈ Di, а ωi j (y) (i = 1, 2, 3; j = 1, 2) –
произвольные достаточно гладкие функции, подлежащие определению. Последнее
уравнение можно записать в виде

u1xx−u1y = ω11 (y) · x+ω12 (y) , (x, y) ∈ D1, (30)

uixx−uiyy = ωi1 (y) · x+ωi2 (y) , (x, y) ∈ Di (i = 2, 3) . (31)

В уравнении (31) (i = 2) введем обозначения u2 (x, y) = u2k (x, y), ω2 j (y) = ω2k j (y) при
(x, y) ∈ D2k ( j = 1, 2; k = 1, 2). Тогда уравнение (31) (i = 2) имеет вид

u2kxx−u2kyy = ω2k1 (y) · x+ω2k2 (y) , (x, y) ∈ D2k (k = 1, 2) . (32)
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Таблица

Классификация краевых задач

Случаи Краевые условия Условия склеивания
1o. a1 = a2 = 1; b1 = b2 = 0 (2), (5)-(7), (14), (15), (18), (20),

(21)
(22),(23), (26)-(29)

2o. a1 = 1, b1 = 0; a2 = 0, b2 = 1 (2), (5), (6), (14)-(16), (18), (20),
(21)

(22)-(24),(26)-(28)

3o. a1 = a2 = 0; b1 = b2 = 1 (2), (5), (14)-(18), (20), (21) (22)-(27)
4o. a1 = 1,b1 = 0;0 < γ2 < 1,
γ2 =

b2
a2

(2), (5)-(10), (12), (14)- (16) или
(2), (5)-(9), (11), (12), (14)-(16)

(22)-(24),(26)-(29)

5o. a1 = 1, b1 = 0; γ2 = 1 (2), (5) – (10), (12), (14) – (16) (22)-(24),(26)-(29)
6o. a1 = 1, b1 = 0; 1 < γ2 <+∞ (2), (5)-(10), (12), (14)-(16), (20) (22)-(24),(26)-(29)
7o. a1 = 1, b1 = 0; −∞ < γ2 < 0 (2)-(5), (14)-(16), (18), (20), (21) (22)-(24),(26)-(29)
8o. a1 = 0, b1 = 1; 0 < γ2 < 1 (2), (5), (6), (8), (11), (14)-(17),

(19), (20), (21)
(22)-(28)

9o. a1 = 0, b1 = 1; γ2 = 1 (2), (5), (6), (8)-(10), (14)-(17), (20) (22)-(28)
10o. a1 = 0, b1 = 1; 1 < γ2 <+∞ (2), (5), (6), (8)-(10), (14)-(17),

(20), (21)
(22)-(28)

11o. a1 = 0, b1 = 1; −∞ < γ2 < 0 (2), (3), (5), (14)-(17), (18), (20),
(21)

(22)-(28)

12o. 0 < γ1 < 1; 0 < γ2 < 1(
γ1 =

b1
a1
, a)γ1 6= γ2; b)γ1 = γ2

)
(2), (5)-(9), (11), (13), (14)-(17),
(19), (20), (21)

(22)-(29)

13o. γ1 = 1; 0 < γ2 < 1 (2), (5)-(9), (11), (12), (19), (20) (22)-(29)
14o. 1 < γ1 <+∞; 0 < γ2 < 1 (2), (5)-(9), (11), (14)- (17), (19),

(20), (21)
(22)-(29)

15o. −1 < γ1 < 0; 0 < γ2 < 1 (2), (3), (5), (6), (8), (9), (11),(14)-
(17),(19),(20),(21)

(22)-(29)

16o. γ1 =−1; 0 < γ2 < 1 (2), (3), (5), (6), (8), (11), (14)-(17),
(19), (20)

(22)-(29)

17o. −∞ < γ1 <−1; 0 < γ2 < 1 (2), (3), (5), (6), (14)-(18), (20), (21) (22)-(29)
18o. γ1 = 1; γ2 = 1 (2), (5) – (10),(12),(14) – (17) (22)–(29)
19o. γ1 = 1; γ2 =−1 (2), (3), (5), (6), (8)- (10), (12),

(14)-(17)
(22)-(29)

20o. 1 < γ1 <+∞;1 < γ2 <+∞,
(a)γ1 6= γ2; b)γ1 = γ2) (2), (5)-(10), (12), (14)-(17), (20),

(21)
(22)-(29)

21o. 1 < γ1 <+∞;−∞ < γ2 < 0 (2), (3), (5), (6), (8), (10), (14)-(17),
(19), (20), (21)

(22)-(29)

22o. −∞ < γ1 <−1;−∞ < γ2 < 0,
(a)γ1 6= γ2; b)γ1 = γ2) (2)-(5), (14)-(18), (20), (21) (22)-(29)

Записывая решение уравнения (32) (k = 1), удовлетворяющее условиям u21 (x, 0) =
τ1 (x) , u21y (x, 0) = ν1 (x), где τ1 (x) и ν1 (x) – неизвестные пока достаточно гладкие
функции, и удовлетворяя условиям (20), (21), получим систему уравнений относи-
тельно ω211 (y) и ω212 (y), из которой находим эти функции.
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Затем записывая решение уравнения (32) (k = 2), удовлетворяющее условиям
u22 (0, y) = τ3 (y) , u22x (0, y) = ν3 (y), где τ3 (y) и ν3 (y) – неизвестные пока достаточно
гладкие функции, и удовлетворяя условиям (20), (21), получим систему уравнений
относительно ω221 (y) и ω222 (y) при −1 ≤ y ≤ −1

2 , из которой находим эти функции
при −1 ≤ y ≤ −1

2 . Для определения этих функций при −1
2 ≤ y ≤ 0 воспользуемся из

условий (
∂u22

∂x
+

∂u22

∂y

)∣∣∣∣
y=−x

=

(
∂u21

∂x
+

∂u21

∂y

)∣∣∣∣
y=−x

,

(
∂ 2u22

∂x2 +2
∂ 2u22

∂x∂y
+

∂ 2u22

∂y2

)∣∣∣∣
y=−x

=

(
∂ 2u21

∂x2 +2
∂ 2u21

∂x∂y
+

∂ 2u21

∂y2

)∣∣∣∣
y=−x

.

С помощью этих условий находим функции ω221 (y) и ω222 (y) в промежутке −1
2 ≤

y≤ 0.
Затем из гиперболической части и параболической части переходя к пределу, ко-

гда y→ 0 получим две соотношения относительно τ1 (x) и ν1 (x), из которых находим
эти функции и тем самым – функции u21 (x, y) , τ3 (y) , ν3 (y) , u22 (x, y).

Переходим в область D3. Воспользуясь методом продолжения и условиям скле-
ивания из гиперболической части D3 области D мы получим три соотношения для
определения шести неизвестных функций, когда x→ 0. А также, из параболической
части D1 области D получим еще три соотношения для определения этих функций,
когда x→ 0. Таким образом, мы получим систему шести уравнений относитьельно
шести неизвестных функций. Исключаем из полученной системы пять из шести неиз-
вестных функций, тогда мы приходим к интеральному уравнению Вольтерра второго
рода относительно τ ′′2 (y), ядро которого имеет слабую особенность, а правая часть
непрерывна. Решая это уравнение, мы единственным образом находим эту функцию
и тем самым – функции u1 (x, y) , u3 (x, y). Таким образом, мы доказали однозначную
разрешимость поставленной задачи в случае 1o.

В работах [1]-[2] были рассмотрены ряд краевых задач для уравнения (1).
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