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Введение

Уравнения дробного порядка исследуются в последнее время весьма интенсив-
но. Это связано с многочисленными приложениями дробного исчисления в физике,
механике, биологии и т.д.

Уравнения дробного порядка выступают основой математических моделей раз-
личных физических процессов во фрактальных средах [1], [2].

Постановка задачи

В области Ω = {(x,y) : 0 < x < ∞, 0 < y < T} рассмотрим уравнение

uxx(x, y)−Dα
0y u(x, η) = f (x, y), (1)

где

Dα
0yu(x,η) =


1

Γ(−α)

∫ y
0

u(x,η)dη

(y−η)α+1 , α < 0,
u(x,y), α = 0,
∂ n

∂yn Dα−n
0y u(x,η), n−1 < α ≤ n, n ∈ N

– оператор дробного интегродифференцирования (в смысле Римана-Лиувилля) по-
рядка α [1, c. 9], Γ(α) – гамма-функция Эйлера, 0 < α ≤ 1.

Краевые задачи с интегральными условиями для параболических уравнений, в
том числе с дробной производной, исследовались в работах [3]-[6]. Уравнения вида
(1) исследовались в работах [7], [8].

В данной работе строится решение нелокальной краевой задачи с условием Са-
марского для уравнения (1).

Решение u(x,y) уравнения (1) назовем регулярным в области Ω, если y1−αu(x,y)∈
C(Ω), uxx(x,y),Dα

0yu(x, η) ∈C(Ω).

Задача. Найти регулярное решение u(x,y) уравнения (1) в области Ω, удовле-
творяющее условиям:

lim
y→0

Dα−1
0y u(x, η) = τ(x), 0≤ x < ∞, (2)

l∫
0

u(x, y)dx = ψ(y), 0 < y < T, (3)

где τ(x),ψ(y) – заданные непрерывные функции.
Для нахождения решения задачи (1)-(3) воспользуемся представлением решения

задачи с условиями (2), u(0,y) = ϕ(y) для уравнения (1) [4]

u(x, y) =

y∫
0

Gξ (x, y, 0, η)ϕ(η)dη +

∞∫
0

G(x, y, ξ , 0)τ(ξ )dξ −
y∫

0

∞∫
0

f (ξ ,η)G(x, y, ξ , η)dξ dη ,

(4)

где G(x, y, ξ , η) = (y−η)δ−1

2

[
e1,δ

1,δ

(
− |x−ξ |

(y−η)δ

)
− e1,δ

1,δ

(
− |x+ξ |

(y−η)δ

)]
,eµ,δ

α,β (z) – функция типа

Райта [7, c. 22].
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Для определения неизвестной ϕ(y) удовлетворим функцию (4) условию (3). Тогда,
после элементарных преобразований, будем иметь

y∫
0

ϕ(η)

l∫
0

Gξ (x, y, 0, η)dxdη +

∞∫
0

τ(ξ )

l∫
0

G(x, y, ξ , 0)dxdξ−

−
y∫

0

∞∫
0

f (ξ ,η)

l∫
0

G(x, y, ξ , η)dxdξ dη = ψ(y). (5)

Используя формулу дифференцирования функции типа Райта имеем, что [8, c.
26] dn

dxn xµ−1eµ,δ
α,β (cxα) = xµ−n−1eµ−n,δ

α,β (cxα) для любых µ ∈ R

Gξ (x, y, ξ , η) =
(y−η)δ−1

2

[sign(x−ξ )

|x−ξ |
e0,δ

1,δ

(
− |x−ξ |
(y−η)δ

)
+

sign(x+ξ )

|x+ξ |
e0,δ

1,δ

(
− |x+ξ |
(y−η)δ

)]
.

Отсюда при ξ = 0, учитывая формулу автотранcформации для функции типа Рай-
та [8, c. 24] zeµ,δ

α,β (z) = eµ−α,δ+β

α,β (z)− 1
Γ(µ−α)Γ(δ+β ) имеем

Gξ (x, y, 0, η) =
(y−η)δ−1

x
e0,δ

1,δ

(
− |x|

(y−η)δ

)
=− 1

y−η
e1,0

1,δ

(
− x

(y−η)δ

)
. (6)

Вычислим внутренний интеграл в первом слагаемом равенства (5)

l∫
0

Gξ (x, y, 0, η)dx =−
l∫

0

1
y−η

e1,0
1,δ

(
− x

(y−η)δ

)
dx =

[ x
y−η

e2,0
1,δ

(
− x

(y−η)δ

)]x=l

x=0
=

=
l

y−η
e2,0

1,δ

(
− l

(y−η)δ

)
. (7)

Используя формулу автотрансформации для функции типа Райта еще раз из со-
отношения (7) окончательно получим

l∫
0

Gξ (x, y, 0, η)dx =
(y−η)δ−1

Γ(δ )
− (y−η)δ−1e1,δ

1,δ

(
− l

(y−η)δ

)
. (8)

Подставив соотношение (8) в формулу (5), будем иметь

y∫
0

ϕ(η)
[(y−η)δ−1

Γ(δ )
− (y−η)δ−1e1,δ

1,δ

(
− l

(y−η)δ

)]
dη = F(y), (9)

где

F(y) = ψ(y)−
∞∫

0

τ(ξ )

l∫
0

G(x, y, ξ , 0)dxdξ +

y∫
0

∞∫
0

f (ξ ,η)

l∫
0

G(x, y, ξ , η)dxdξ dη .
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В силу определения дробного интегродифференцирования, равенство (9) перепишем
в виде

D−δ

0y ϕ(y)−
y∫

0

ϕ(η)(y−η)δ−1e1,δ
1,δ

(
− l

(y−η)δ

)
dη = F(y). (10)

С учетом обозначений ωµ(y) = yµ−1e1,µ
1,δ (−

l
yδ
), ( f ∗h)(y) =

y∫
0

f (y−η)h(η)dη и

g(y) = D−δ

0y ϕ(y) (11)

соотношение (10) перепишем в виде

g(y)− (ϕ ∗ωδ )(y) = F(y). (12)

Применив формулу ωµ−ε(y) = Dε
0yωµ(y) из равенства (12) получим

g(y)−ϕ ∗D−δ

0y ω0(y) = F(y). (13)

Учитывая свойство свертки Лапласа f ∗D−δ

0y g(y) = g ∗D−δ

0y f (y) из формулы (13)
получим

g(y)− (g∗ω0)(y) = F(y). (14)

Соотношение (14) есть интегральное уравнение Вольтерра 2-го рода. Решение
уравнения (14) представимо в виде

g(y) = F(y)+(F ∗R)(y), (15)

где

R(y) =
∞

∑
n=0

yδ (n+1)−1e1,δ (n+1)
1,δ

(
− l(n+1)

yδ

)
.

Из обозначения (11) в силу равенства (15) имеем

ϕ(y) = Dδ
0yg(y)

или
ϕ(y) = Dδ

0y[F(y)+(F ∗R)(y)]. (16)

Теорема. Пусть τ(x)∈C[0,∞[,y1−αψ(y)∈C[0,T ],y1−α f (x, y)∈C(Ω), f (x,y) удовле-
творяет условию Гельдера по переменной x. Тогда решение задачи (2), (3) для
уравнения (1) представимо в виде (4), где ϕ(y) определяется соотношением (16).
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