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Введение

На актуальность исследований нагруженных дифференциальных уравнений с
частными производными [1], когда они содержат след искомого решения на мно-
гообразии вида (ξ ,0), где ξ – характеристическая координата , впервые обратил
внимание в работе [2] А.М. Нахушев. В указанной работе автором был приведен при-
мер вырождающегося гиперболического уравнения вида uyy−y2uxx+ux+λu(ξ ,0) = 0,
для коротогоустраняется эффект неравноправия характеристик второй задачи Дар-
бу, имеющийся для этого уравнения при λ = 0. Исследованию краевых задач для
линейных нагруженных (в том смысле, о котором говорится выше) строго и слабо
гиперболических дифференциальных уравнений второго порядка с двумя независи-
мыми переменными, когда носителями входных данных являются характеристики и
область содержит интервал линии параболического вырождения посвящены работы
[3]-[7].

Постановка задачи

Рассмотрим уравнение

uyy−uxx +λ signy ·u(x−|y|,0) = 0 (1)

в области Ω = {(x,y) : |y|< x < 1−|y|}.
Начнем с задачи Гурса для уравнения (1). Условия Гурса имеют вид

u
(x

2
,signy

x
2

)
= ϕ

±(x), 0≤ x≤ 1. (2)

Уравнение (1) в области Ω− = Ω∩ (y < 0) эквивалентно уравнению

uyy−uxx = λu(x+ y,0), (3)

и оно в характеристических координатах

ξ = x+ y, η = x− y (4)

имеет вид

vξ η =−λ

4
v(ξ ,ξ ), (5)

где

v(ξ ,η) = u
(

ξ +η

2
,
ξ −η

2

)
. (6)

Область 4 = {(ξ ,η),0 < ξ < η < 1} есть образ Ω− при отображении (4). Согласно
(6) условие (2) переходит в условие

v(0,η) = ϕ
−(η), 0≤ η ≤ 1. (7)

Непосредственным вычислением легко показать, что функция

v(ξ ,η) =
λ

4

η∫
ξ

v(t, t)(η− t)dt

8



Характеристические задачи для нагруженного волнового . . . ISSN 2079-6641

является решением уравнения (5), удовлетворяющим однородным условиям Коши

v(ξ ,ξ ) = 0, (vξ − vη)
∣∣
η=ξ

= 0.

Этот факт дает нам право ввести следующее определение.
Функцию u(x,y) назовем обобщенным решением уравнения (3) в области Ω−,

если она представима формулой

u(x,y) =
τ(ξ )+ τ(η)

2
− 1

2

η∫
ξ

ν(t)dt +
λ

4

η∫
ξ

(η− t)τ(t)dt, (8)

где τ(x) ∈C(J̄)∩C1(J), ν(x) – непрерывная и интегрируемая на единичном интервале
J функция.

Так как uy = uξ −uη , то из (8) нетрудно усмотреть, что

u(x,0) = τ(x), lim
t→0−

uy = ν(x). (9)

Рассмотрим теперь уравнение (1) в области Ω+ = Ω\(y > 0). В этой области оно
имеет вид

uyy−uxx +λu(x− y,0) = 0. (10)

В (10) перейдем к характеристическим координатам

ξ = x− y, η = x+ y. (11)

Тогда оно примет вид

vξ η =
λ

4
v(ξ ,ξ ),

а область отобразится в 4. Ясно, что на этот раз

uy = uη −uξ , v(ξ ,η) = u
(

ξ +η

2
,
η−ξ

2

)
.

В соответствии с этим обобщенным решением уравнения (10) в области Ω+ на-
зовем любую функцию вида

u(x,y) =
τ(ξ )+ τ(η)

2
+

1
2

η∫
ξ

ν(t)dt− λ

4

η∫
ξ

(η− t)τ(t)dt, (12)

Равенства (4) и (11) допускают единую запись

ξ = x−|y|, η = x+ |y|. (13)

С учетом этого введем следующее определение.
Обобщенным решением уравнения (1) в области Ω назовем любую функцию

u(x,y), представимую в виде

u(x,y) =
τ(x−|y|)+ τ(x+ |y|)

2
+

signy
2

x+|y|∫
x−|y|

ν(t)dt−
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−λ signy
4

x+|y|∫
x−|y|

(x+ |y|− t)τ(t)dt, (14)

где τ(x) ∈C1(J)∩C(J̄), a ν(x) – непрерывна и интегрируема в J.
Удовлетворяя (14) условию (2), учитывая, что τ(0) = ϕ±(0), и предполагая, что

ϕ±(x) ∈C1(J̄), имеем
τ(x) = ϕ

+(x)+ϕ
−(x)−ϕ

+(0),

ν(x) =
λ

2

x∫
0

τ(t)dt +[ϕ+(x)−ϕ
−(x)]′.

Таким образом, доказана справедливость следующей теоремы.
Теорема 1. Если ϕ±(x) ∈ C1(J̄), то задача Гурса (2) для уравнения (1) в об-

ласти Ω имеет единственное обобщенное решение u(x,y) и оно обладает тем
свойством, что

uy(x,0) =
λ

2

x∫
0

τ(t)dt +[ϕ+(x)−ϕ
−(x)]′,

u(x,0) = ϕ
+(x)+ϕ

−(x)−ϕ
+(0).

Теперь рассмотрим для уравнения (1) задачу с данными на не пересекающихся
характеристиках

u
(x

2
,−x

2

)
= ϕ0(x), 0≤ x≤ 1, (15)

u
(

1+ x
2

,
1− x

2

)
= ϕ1(x), 0≤ x≤ 1. (16)

Удовлетворим (14) условиям (15), (16). Тогда будем иметь

ϕ0(x) =
τ(0)+ τ(x)

2
− 1

2

x∫
0

ν(t)dt +
λ

4

x∫
0

(x− t)τ(t)dt, (17)

ϕ1(x) =
τ(1)+ τ(x)

2
+

1
2

1∫
x

ν(t)dt− λ

4

1∫
x

(1− t)τ(t)dt. (18)

Из (17), (18) видно, что

2ϕ
′
0(x) = τ

′(x)−ν(x)+
λ

2

x∫
0

τ(t)dt, (19)

2ϕ
′
1(x) = τ

′(x)−ν(x)+
λ

2
(1− x)τ(x). (20)

Значит,

4[ϕ ′1(x)−ϕ
′
0(x)] = λ [(1− x)τ(x)−

x∫
0

τ(t)dt].
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Отсюда при λ 6= 0

(1− x)τ(x)−
x∫

0

τ(t)dt =
4
λ
[ϕ1(x)−ϕ0(x)]′. (21)

Если ϕ0(x) и ϕ1(x) ∈C2(J), то

(1− x)τ ′(x)−2τ(x) =
4
λ
[ϕ1(x)−ϕ0(x)]′′,

или

[(1− x)2
τ(x)]′ =

4
λ
(1− x)[ϕ1(x)−ϕ0(x)]′′.

Следовательно
x∫

1

[(1− t)2
τ(t)]′dt =

4
λ

x∫
1

(1− t)[ϕ1(t)−ϕ0(t)]′′dt.

Поэтому

τ(x) =
−4/λ

(1− x)2

1∫
x

(1− t)d[ϕ ′1(t)−ϕ
′
0(t)] =

=
4/λ

(1− x)2 (1− x)[ϕ1(x)−ϕ0(x)]′−
4/λ

(1− x)2

1∫
x

d[ϕ1(t)−ϕ0(t)] =

=
4[ϕ ′1(x)−ϕ ′0(x)]

λ (1− x)
+

4[ϕ1(x)−ϕ0(x)]
λ (1− x)2 − 4[ϕ1(1)−ϕ0(1)]

λ (1− x)2 .

Итак,

τ(x) =
(1− x)[ϕ ′1(x)−ϕ ′0(x)]+ϕ1(x)−ϕ1(1)+ϕ0(1)−ϕ0(x)

λ (1− x)2/4
. (22)

По условию (см. (16)) τ(1) = ϕ1(1). С учетом этого и (22) заключаем, что условие

λ

4
ϕ1(1) = lim

x→1

(1− x)[ϕ ′1(x)−ϕ ′0(x)]+ϕ1(x)−ϕ1(1)+ϕ0(1)−ϕ0(x)
(1− x)2

является необходимым условие разрешимости задачи.
Пользуясь правилом Лопиталя, последнее условие можно переписать в виде

λϕ1(1) = 2[ϕ ′′0 (1)−ϕ
′′
1 (1)]. (23)

Условие (23) – необходимое условие непрерывности τ(x) в точке x = 1.
В соответствии с (15) τ(0) = ϕ0(0). Поэтому из (22) при x = 0 имеем

ϕ0(x) =
4
λ
[ϕ ′1(0)−ϕ

′
0(0)+ϕ1(0)−ϕ1(1)+ϕ0(1)−ϕ0(0)]. (24)

Из (21) при x→ 0 находим

ϕ0(0) =
4
λ
[ϕ ′1(0)−ϕ

′
0(0)]. (25)

Равенства (24) и (25) позволяют написать

ϕ1(0)−ϕ1(1) = ϕ0(0)−ϕ0(1). (26)

Условия (25) и (26) являются необходимыми условиями разрешимости задачи (15),
(16) для уравнения (1).
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Заключение

Итак, можно считать, что доказана следующая
Теорема 2. Если ϕ0(x) и ϕ1(x) принадлежат классу C1(J̄)∩C3]0,1] и

λϕ1(1) = 2[ϕ ′′0 (1)−ϕ
′′
1 (1)], λϕ0(0) = 4[ϕ ′1(0)−ϕ

′
0(0)],

ϕ1(0)−ϕ1(1) = ϕ0(0)−ϕ0(1),

то задача (15), (16) для уравнения (1) в области Ω имеет и притом единственное
обобщенное решение.
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