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В статье рассматривается краевая задача для уравнения четного порядка. Доказывается
однозначная разрешимость при дополнительных условиях и условиях на область.
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Постановка задачи

Для уравнения

Lu = f (x, t) , (1)

где

Lu≡ ∂ 2ku
∂x2k −

∂ 2pu
∂ t2p , k, p ∈ N (2)

в области Ω = {(x, t) : 0 < x < a, 0 < t < T } исследуется следующая краевая задача.
Задача. Найти в области Ω решение u(x, t) уравнения (1), удовлетворяющее

краевым условиям

∂ 2mu
∂x2m (0, t)=

∂ 2mu
∂x2m (a, t) = 0,0≤ t ≤ T,m = 0,k−1 (3)

и
∂ 2mu
∂ t2m (x,0)=

∂ 2mu
∂ t2m (x,T ) = 0,0≤ x≤ a,m = 0, p−1. (4)

Заметим, что корректность задачи зависит от значений k, p. Так, если (k− p) чет-
ное, то вообще говоря, задача некорректна. Устойчивость такой задачи исследована
в работе [1]. Если k = p = 1, то задача (1),(3), (4) будет задачей Дирихле для урав-
нения колебания струны, разрешимость которой исследована в [3]. Случай, когда
k ∈ N, p = 1 рассмотрен в [2, 7], а случай k = p исследован в [4, 5].

Случай нечетности (k− p)

ЛЕММА 1. Пусть u(x, t) – регулярное решение задачи (1),(3), (4) и (k− p) нечет-
ное, тогда справедлива оценка

‖u‖W k,p
2 (Ω)

≤C‖Lu‖L2(Ω), (5)

где C > 0 - постоянное число, зависящее от размеров области Ω и k, p, но не
зависящее от функции u(x, t).

Доказательство. Умножим обе части уравнения (2) на (−1)ku и проинтегрируем
по области Ω

T∫
0

a∫
0

[
k−1

∑
i=0

(−1)k+i ∂

∂x

(
∂ 2k−1−iu
∂x2k−1−i ·

∂ iu
∂xi

)
+

(
∂ ku
∂xk

)2

−

−
p−1

∑
i=0

(−1)k+i ∂

∂ t

(
∂ 2p−1−iu
∂ t2p−1−i ·

∂ iu
∂ t i

)
− (−1)k+p

(
∂ pu
∂ t p

)2
]

dxdt =
∫∫
Ω

(−1)k uLudxdt.

Применяя неравенство 2 |ab| ≤ εa2 +
b2

ε
(ε = const > 0) к правой части последнего

равенства, а также учитывая условия (3) и (4), имеем

a∫
0

T∫
0

((
∂ ku
∂xk

)2

+

(
∂ pu
∂ t p

)2
)

dxdt ≤ ε

2

a∫
0

T∫
0

u2 (x, t)dxdt +
1

2ε

a∫
0

T∫
0

(Lu)2dxdt,
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получим ∥∥∥∥∂ ku
∂xk

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∂ pu
∂ t p

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ ε

2
‖u‖2

L2(Ω)+
1

2ε
‖Lu‖2

L2(Ω) (6)

По определению норма

∥∥∥∥∂ mu
∂xm

∥∥∥∥2

L2(Ω)

, m = 1, · · · ,k−1 равна

∥∥∥∥∂ mu
∂xm

∥∥∥∥2

L2(Ω)

=

T∫
0

a∫
0

∂ m+1u
∂xm+1 ·

∂ m−1u
∂xm−1 dxdt.

Применяя к правой части последнего равенства неравенство

|ab| ≤ 1
2
(
a2 +b2) ,

находим ∥∥∥∥∂ mu
∂xm

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ 1
2

∥∥∥∥∂ m−1u
∂xm−1

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
1
2

∥∥∥∥∂ m+1u
∂xm+1

∥∥∥∥2

L2(Ω)

. (7)

Суммируя неравенства (7) по m от 1 до k−1, получим∥∥∥∥∂u
∂x

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∂ k−1u
∂xk−1

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ ‖u‖2
L2(Ω)+

∥∥∥∥∂ ku
∂xk

∥∥∥∥2

L2(Ω)

. (8)

Применяя (7) к неравенству (8) находим∥∥∥∥∂u
∂x

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∂ k−1u
∂xk−1

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ ε

2
‖u‖2

L2(Ω)+
1

2ε
‖Lu‖2

L2(Ω) . (9)

Теперь суммируя (7) по m от 2 до k−2, согласно (9) имеем∥∥∥∥∂ 2u
∂x2

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∂ k−2u
∂xk−2

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ ε

2
‖u‖2

L2(Ω)+
1

2ε
‖Lu‖2

L2(Ω) . (10)

Продолжая аналогично, мы получим оценки для всех

∥∥∥∥∂ mu
∂xm

∥∥∥∥2

L2(Ω)

, m = 1, ...,k− 1,

складывая которые с (6), (9), (6), получим

k

∑
i=1

∥∥∥∥∂ iu
∂xi

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ εk
4
‖u‖2

L2(Ω)+
k

4ε
‖Lu‖2

L2(Ω) . (11)

Поступая аналогично, только заменив x на t, а k на p, находим

p

∑
i=1

∥∥∥∥∂ iu
∂ t i

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ ε p
4
‖u‖2

L2(Ω)+
p

4ε
‖Lu‖2

L2(Ω) . (12)

Оценим ‖u‖2
L2(Ω)

u2(x, t) =
x∫

0

∂

∂ξ

(
u2(ξ , t)

)
dξ ≤ 2

a∫
0

|u| |ux|dx,
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T∫
0

u2(x, t)dt ≤ 2
T∫

0

a∫
0

|u| |ux|dxdt ≤ 2‖u‖L2(Ω) · ‖ux‖L2(Ω).

Интегрируя последнее неравенство по x от 0 до p и деля на ‖u‖L2(Ω), получаем

‖u‖2
L2(Ω) ≤ 4a2 ‖ux‖2

L2(Ω) .

Откуда согласно (9) находим

‖u‖2
L2(Ω) ≤ 4a2

(
ε

2
‖u‖2

L2(Ω)+
1

2ε
‖Lu‖2

L2(Ω)

)
.

Складывая последнее неравенство с (11) и (12), и выбирая

ε =
2

k+ p+8a2 ,

получим
k

∑
i=0

∥∥∥∥∂ iu
∂xi

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
p

∑
i=1

∥∥∥∥∂ iu
∂ t i

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤C2 ‖Lu‖2
L2(Ω) . (13)

где C2 =

(
k+ p+8a2)2

8
. Извлекая корень из (13), получаем

‖u‖W k,p
2 (Ω)

≤C‖Lu‖L2(Ω).

�
СЛЕДСТВИЕ. Из леммы 1 следует единственность и непрерывная зависимость регу-

лярного решения задачи от правой части f (x, t) при нечетных значениях (k− p).
Теорема 1. Пусть (k− p) нечетное и функция f (x, t) ∈Ck+1,p+1

x, t (Ω) удовлетво-
ряет следующим краевым условиям

∂ 2m f (0, t)
∂x2m =

∂ 2m f (a, t)
∂x2m = 0,∀t ∈ [0;T ] ,

m = 0,1, · · · , k
2
, если k четное и m = 0,1, · · · , k−1

2
, если k нечетное

∂ 2m f (x,0)
∂ t2m =

∂ 2m f (x,T )
∂ t2m = 0,∀x ∈ [0;a] ,

m = 0,1, · · · , p
2
, если p четное и m = 0,1, · · · , p−1

2
, если p нечетное. Тогда решение

задачи (1), (3),(4) существует.
Доказательство. Функцию, удовлетворяющую условиям (3), (4) можно предста-

вить в виде

u(x, t) =
∞

∑
m=1

∞

∑
n=1

2unm√
aT

sin
πn
a

x · sin
πm
T

t. (14)

Подставляя в (1), имеем[
(−1)k

(
πn
a

)2k
− (−1)p

(
πm
T

)2p
]

unm = fnm, (15)
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где fnm =
∫∫
Ω

2√
aT

sin
(xπn

a

)
sin
(tπm

T

)
f (x, t)dxdt. Из (14) при четном k и нечетном p

находим

unm =
fnm[(

πn
a

)2k
+
(

πm
T

)2p
] ,

а при нечетном k и четном p

unm =− fnm[(
πn
a

)2k
+
(

πm
T

)2p
] .

Итак, формальное решение задачи (1),(3), (4) имеет вид

u(x, t) =
∞

∑
m=1

∞

∑
n=1

2√
aT
· (−1)k fnm[(

πn
a

)2k
+
(

πm
T

)2p
] sin

πn
a

x · sin
πm
T

t. (16)

Осталось доказать равномерную сходимость ряда (16), а также рядов

∂ 2ku
∂x2k (x, t) =

∞

∑
m=1

∞

∑
n=1

2√
aT
· fnm[(

πn
a

)2k
+
(

πm
T

)2p
](πn

a

)2k
sin

πn
a

x · sin
πm
T

t, (17)

∂ 2ku
∂ t2p (x, t) =

∞

∑
m=1

∞

∑
n=1

2√
aT
· − fnm[(

πn
a

)2k
+
(

πm
T

)2p
](πm

T

)2p
sin

πn
a

x · sin
πm
T

t (18)

В силу оценки (
πn
a

)2k
+
(

πm
T

)2p
≥ 2

πk+pnkmp

akT p ,

находим

|unm| ≤
akT p

2πk+pnkmp | fnm| .

Тогда ряд мажорантный ряду (16) имеет вид

akT p

πk+p
√

aT

∞

∑
m=1

∞

∑
n=1

| fnm|nk

mp ,

откуда в силу условий наложенных на функцию f (x, t) следует равномерная сходи-
мость ряда (16), а также рядов (17) и (18). Теорема доказана. �

Случай четности (k− p).

Теорема 2. Пусть (k− p) четное и функция f (x, t) ∈C2k+5,2p+3
x, t (Ω) удовлетво-

ряет следующим краевым условиям

∂ 2m f (0, t)
∂x2m =

∂ 2m f (a, t)
∂x2m = 0,∀t ∈ [0;T ] ,
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m = 0,1, · · · ,k+1, если k четное и m = 0,1, · · · ,k+2, если k нечетное,

∂ 2m f (x,0)
∂ t2m =

∂ 2m f (x,T )
∂ t2m = 0,∀x ∈ [0;a] ,

m = 0,1, · · · , p если p четное и m = 0,1, · · · , p+ 1, если p нечетное. Если числа a и

T таковы, что число
ak

T pπk−p является алгебраическим числом степени n≥ 2, то

решение задачи (1), (3),(4) существует и единственно.
Доказательство. Аналогично, как и в теореме 1 решение ищем в виде (14),

подставляя которое в (1), получим (15) .
Из (15) при четных k и p находим

unm =
fnm[(

πn
a

)2k
−
(

πm
T

)2p
] ,

а при нечетных k и p

unm =− fnm[(
πn
a

)2k
−
(

πm
T

)2p
] .

Итак, формальное решение задачи (1), (3), (4) при четных значениях (k− p) имеет
вид

u(x, t) =
∞

∑
m=1

∞

∑
n=1

2√
aT
· (−1)k fnm[(

πn
a

)2k
−
(

πm
T

)2p
] sin

πn
a

x · sin
πm
T

t (19)

Осталось доказать равномерную сходимость ряда (19), а также рядов полученных из
(19) дифференцированием 2k раз по x и 2p раз по t.

Для начала оценим разность[(
πn
a

)2k
−
(

πm
T

)2p
]
=

[(
πn
a

)k
−
(

πm
T

)p
]
·
[(

πn
a

)k
+
(

πm
T

)p
]
=

=
πkmp

ak

[
n

mp

k
− ak

T pπk−p

]
·
[(

πn
a

)k
+
(

πm
T

)p
]
.

В силу того, что число
ak

T pπk−p является алгебраическим числом степени n ≥ 2,

то оно удовлетворяет следующей оценке∣∣∣∣ n
mp

k
− ak

T pπk−p

∣∣∣∣≥ C
m2p .

Тогда получаем, [(
πn
a

)2k
−
(

πm
T

)2p
]
≥

C0

√(
πn
a

)2k
+
(

πm
T

)2p

m
p
2

или в силу того что число
T pπk−p

ak также является алгебраическим числом степени

n≥ 2, находим [(
πn
a

)2k
−
(

πm
T

)2p
]
≥

C1

√(
πn
a

)2k
+
(

πm
T

)2p

n
k
2

.
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Т.е.

[(
πn
a

)2k
−
(

πm
T

)2p
]
≥min

C0

√(
πn
a

)2k
+
(

πm
T

)2p

m
p
2

;
C1

√(
πn
a

)2k
+
(

πm
T

)2p

n
k
2

 .

Итак

|unm| ≤ 2
Cnkmp(

πn
a

)2k
+
(

πm
T

)2p | fnm| .

Откуда в силу условий наложенных на функцию f (x, t) следует равномерная сходи-
мость ряда (19). Теорема доказана. �
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