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В работе предложена математическая модель, которая обобщает известную модель Ду-
бовского, используемую для прогнозирования экономических кризисов. Это обобщение
заключается в учете эффекта памяти, который часто возникает в экономической систе-
ме. С помощью численных методов, получено решение обобщенной модели, согласно
которому были построены фазовые траектории.
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The paper presents a mathematical model that generalizes the famous Kondratiev cycles
model (model Dubovskiy) used to predict economic crises. This generalization is to integrate
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Введение

Важность математического моделирования экономических процессов неоспори-
ма. Это обусловлено тем, что математическое описание экономических систем дает
количественное и качественное представление о экономических показателях с це-
лью их дальнейшего прогнозирования в следующие промежутки времени, а также
рекомендации для принятия правильного управленческого решения [1]. Для нас наи-
больший интерес представляет исследование экономических кризисов, так как имен-
но они определяют экономическое благосостояние граждан и степень социального
напряжения в стране. Еще в 20-е годы прошлого века советский экономист Н.Д.
Кондратьев выделил во временных экономических рядах долгосрочные периодиче-
ские колебания (волны) с длительностью 50-55 лет [2]. Далее другие исследователи
в последствие аналогично выявили волны другой длительности, например, волны
базовых инвестиций [3] и т.д. Наиболее полное математическое описание модели-
рования циклов Кондратьева было проведено, на наш взгляд, в работах С.В. Дубов-
ского [4]-[6]. В настоящей работе была предложена математическая модель, которая
обобщает известную модель Дубовского в случае учета эффектов памяти в эконо-
мической системе и является логическим продолжением работ [7] и [8]. Эффекты
памяти описываются с помощью теории дробного исчисления, а именно производ-
ных дробного порядка [9]. Такие модели можно найти в работах зарубежных авторов
[10]-[14], а также в работах отечественных авторов [15]-[17].

Постановка задачи

Обобщенная модель циклов Кондратьева может быть представлена в виде:


∂ α

0t x(τ) =−λnx(t)(x(t)−1)(y(t)− y∗) ,
∂

β

0ty(τ) = n(1−n)y2 (t)(x(t)− x∗)+ f (t) ,
x(0) = a,y(0) = b.

(1)

где ∂ α
0t x(τ) =

1
Γ(1−α)

t∫
0

ẋ(τ)dτ

(t− τ)α и ∂
β

0ty(τ) =
1

Γ(1−β )

t∫
0

ẏ(τ)dτ

(t− τ)β
– производные дроб-

ных порядков 0 < α,β < 1 в смысле Герасимова-Капуто; Γ(x) – гамма-функция Эй-
лера; x(t) - эффективность новых технологий; y(t) - эффективность фондоотдачи; x∗

и y∗ - равновесное стационарное решение системы (1); n - норма накопления; λ -
коэффициент, который определяется из статистики временного ряда; f (t) - внешнее
воздействие на экономическую систему; t ∈ [0,T ]- временная координата, T - время
моделирования процесса; a и b - начальные условия, заданные константы.

Заметим, что нелинейная система (1) в случае значений параметров α = β = 1 и
f (t) = 0 переходит в модель Дубовского [4]. Поэтому очевидно, что решение системы
(1) будет обобщать решение модели Дубовского. Решение нелинейной системы ([1])
будем искать с помощью численных методов – конечно разностных схем. Разобьем
временной отрезок [0,T ] на N равных частей, с шагом τ. Аппроксимацию дробных
производных в уравнении ([1]) проводим согласно работе [18]. Тогда система (1)
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запишется в конечно-разностной постановке в виде:

x0 = a,y0 = b,

x1 = x0

(
1− λn

A
(x0−1)(y0− y∗)

)
,y1 = y0

(
1+

n(1−n)
B

y0 (x0− x∗)
)
, j = 0,

x2 = x1

(
1− λn

A
(x1−1)(y1− y∗)

)
,y2 = y1

(
1+

n(1−n)
B

y1 (x1− x∗)
)
, j = 1,

x j+1 = x j

(
1− λn

A

(
x j−1

)(
y j− y∗

))
−

j−1
∑

k=1
pk
(
x j−k+1− x j−k

)
,

y j+1 = y j

(
1+

n(1−n)
B

y j
(
x j− x∗

))
−

j−1
∑

k=1
qk
(
x j−k+1− x j−k

)
+ f j, j = 2, ...,N−1,

(2)

Здесь A =
τ−α

Γ(2−α)
, B =

τ−β

Γ(2−β )
, pk = (1+ k)1−α − k1−α ,qk = (1+ k)1−β − k1−β .

Решение (2) в случае, когда α = β = 1 и f j = 0 переходит в решение для моде-
ли Дубовского [4]. Исследуем решение (2) в зависимости от различных значений
дробных параметров α и β , а также построим фазовые траектории. В этой работе
мы не останавливаемся на вопросах устойчивости или сходимости явной конечно
разностной схемы (2).

Результаты моделирования

Параметры моделирования возьмем из работы [4] x∗ = 1.3,y∗ = 0.5,n = 0.2,λ =
2.25,x(0) = 1.35,y(0) = 0.5,T = 250,α = β = 1.

Рис. 1. Расчетная кривая a и фазовая траектория b в случае f (t) = 0

На рис.1 приведен случай, который соответствует случаю из работы [5] при мо-
делировании цикла Кондратьева c периодом 50.1 лет. Так же можно увидеть, что
фазовая траектория (рис. 1b) имеет эллипсоидную замкнутую форму, равновесное
состояние системы называется центром. Амплитуда колебаний в этом случае посто-
янна (рис. 1a).
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Рис. 2. Расчетная кривая a и фазовая траектория b в случае f (t) = δ cos(ωt)

На рис.2 приведен случай, когда на систему (1) воздействует внешнее периоди-
ческое воздействие f (t) = δ cos(ωt)– инвестиционные циклы. Значения параметров
– δ = 0.01и ω = 1. Можно сделать вывод, что внешнее периодическое воздействие
дает цикл периодом около 7 лет, что соответствует базовым инвестиционным циклам
Жугляра [6], а главный цикл составляет 60 лет, что соответствует верхней границе
цикла Кондратьева [2]. Такая комбинированная модель, наиболее гибко описывает
экономические кризисы.

На рис. 3 приведен случай, когда f (t) = 0, α = 0.8 и β = 1, a остальные параметры
остаются без изменения.

Рис. 3. Расчетная кривая a и фазовая траектория b в случае α = 0.8,β = 1 и f (t) = 0

Из рис. 3a видно, что процесс колебаний является затухающим, а фазовая тра-
ектория рис. 3b является незамкнутой, положение равновесия системы называется
устойчивым фокусом. В этом случае циклов не существует, однако, если ввести в
рассмотрение функцию внешнего воздействия f (t) = δ cos(ωt), которую можно ин-
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терпретировать как инвестиционные циклы, то приходим к следующему результату
(рис. 4).

Рис. 4. Расчетная кривая a и фазовая траектория b в случае α = 0.8,β = 0.6 и f (t) =
δ cos(ωt) ,δ = 0.5,ω = 2

На рис. 3a видно, сначала амплитуда колебаний возрастает, а потом выходит на
постоянный режим, это видно на фазовой траектории рис.3b, которая со временем
выходит на постоянный режим или предельный цикл, который можно использовать
в исследовании циклов Кондратьева. На следующих рисунках (рис. 5 и рис. 6) мы
также видим, что фазовые траектории выходят на предельный цикл.

Рис. 5. Расчетная кривая a и фазовая траектория b в случае α = 0.8,β = 0.8 и f (t) =
δ cos(ωt) ,δ = 0.5,ω = 2
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Рис. 6. Расчетная кривая a и фазовая траектория б в случае α = 0.1,β = 0.1 и f (t) =
δ cos(ωt) ,δ = 0.5,ω = 2

Заключение

В работе предложена обобщенная модель Дубовского, которая учитывает эффек-
ты памяти (экономические барьеры) в экономической системе. Получено численное
решение такой модели и построены фазовые траектории. Показано, что введение
производных дробного порядка приводит к затухающим процессам, однако если в
системе существует внешнее периодическое воздействие, то система выходит на пре-
дельный цикл, который можно считать тем или иным экономическим циклом.
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