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Настоящая статья является примером применения методов построения решения, инте-
гральных и дифференциальных уравнений. Здесь рассматривается уравнение параболо-

гиперболического типа вида
(

∂

∂x +
∂

∂y

)
(Lu) = 0 в пятиугольной области. Доказывается

теорема об однозначной разрешимости одной из поставленных двух задач.
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Введение

Настоящая работа посвящена изучению методики исследования некоторых крае-
вых задач для одного класса параболо-гиперболических уравнений третьего порядка
в пятиугольной области, которые используются при изучении задач математической
физики. Эта работа является логическим продолжением работ [1] и [2].

Постановка задачи

В области D плоскости xOy рассмотрим уравнение(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
(Lu) = 0, (1)

где

Lu =

{
u1xx−u1y, (x, y) ∈ D1,
uixx−uiyy, (x, y) ∈ Di (i = 2, 3), ,

u(x, y) = ui (x, y) , (x, y) ∈ Di (i = 1, 2, 3, 4),

D = D1∪D2∪D3∪D4∪ J1∪ J2∪ J3∪ J4,D1 =
{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < y < 1

}
,

D2 =
{
(x, y) ∈ R2 : −1 < y < 0, 0 < x < y+1

}
,D3 =

{
(x, y) ∈ R2 : −1 < x < 0, −x−1 < y < 0

}
,

D4 =
{
(x, y) ∈ R2 : −1 < x < 0, 0 < y < x+1

}
,J1 =

{
(x, y) ∈ R2 : y = 0, 0 < x < 1

}
J2 =

{
(x, y) ∈ R2 : y = 0, −1 < x < 0

}
,J3 =

{
(x, y) ∈ R2 : x = 0, −1 < y < 0

}
,

J4 =
{
(x, y) ∈ R2 : x = 0, 0 < y < 1

}
, то есть D1 – прямоугольник с вершинами в точ-

ках A(0; 0), B(1; 0), B0 (1, 1), A0 (0, 1), D2 – треугольник с вершинами в точках
A(0; 0), B(1; 0), C (0,−1), D3 – треугольник с вершинами в точках A(0; 0), D(−1, 0),
C (0,−1), D4 –треугольник с вершинами в точках A(0; 0), D(−1, 0), A0 (0, 1), J1 –
открытый отрезок с вершинами в точках A(0; 0), B(1; 0), J2 – открытый отрезок с
вершинами в точках A(0; 0), D(−1, 0), J3 – открытый отрезок с вершинами в точках
A(0; 0), C (0,−1), J4 – открытый отрезок с вершинами в точках A(0; 0), A0 (0, 1).

Кроме того, области Di (i = 2, 3, 4) запишем в следующем виде: Di = Di1 ∪Di2 ∪
ACi−1, здесь D21 – треугольник с вершинами в точках A(0; 0), B(1; 0), C1

(1
2 ,−

1
2

)
,

D22 – треугольник с вершинами в точках A(0; 0), E1 (0;−1), C1
(1

2 ,−
1
2

)
, D31 – тре-

угольник с вершинами в точках A(0; 0), E1 (0;−1), C2
(
−1

2 ,−
1
2

)
, D32 – треугольник с

вершинами в точках A(0; 0), E2 (−1; 0), C2
(
−1

2 ,−
1
2

)
, D41 – треугольник с вершина-

ми в точках A(0; 0), A0 (0; 1), C3
(
−1

2 ,
1
2

)
, D42 – треугольник с вершинами в точках

A(0; 0), E2 (−1; 0), C3
(
−1

2 ,
1
2

)
, AC1 – открытый отрезок с вершинами в точках A(0; 0),

C1
(1

2 ,−
1
2

)
, AC2 – открытый отрезок с вершинами в точках A(0; 0), C2

(
−1

2 ,−
1
2

)
,

AC3 – открытый отрезок с вершинами в точках A(0; 0), C3
(
−1

2 ,
1
2

)
, то есть AC1 ={

(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1
2 , y =−x

}
, D21 =

{
(x, y) ∈ R2 : −1

2 < y < 0, −y < x < y+1
}
, D22 ={

(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1
2 , x−1 < y <−x

}
, AC2 =

{
(x, y) ∈ R2 : −1

2 < x < 0, y = x
}
, D31 ={

(x, y) ∈ R2 : −1
2 < x < 0, −x−1 < y < x

}
, D32 =

{
(x, y) ∈ R2 : −1

2 < y < 0, −y−1 < x < y
}
,

AC3 =
{
(x, y) ∈ R2 : −1

2 < x < 0, y =−x
}
,D41 =

{
(x, y) ∈ R2 : −1

2 < x < 0, −x < y < x+1
}
,

D42 =
{
(x, y) ∈ R2 : 0 < y < 1

2 , y−1 < x <−y
}
.

Для уравнения (1) ставится следующая задача:
Задача 1. Найти функцию u(x, y), которая
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1) непрерывна в замкнутой области D;
2) удовлетворяет уравнению (1) в области D при x 6= 0, y 6= 0;
3) удовлетворяет следующим краевым условиям:

u1 (1, y) = ϕ1 (y) , 0≤ y≤ 1, (2)

u2|E1
= ψ1 (x) , 0≤ x≤ 1

2
, (3)

u3|E2
= ψ2 (x) , −

1
2
≤ x≤ 0, (4)

∂u3

∂n

∣∣∣∣
D
= ψ3 (x) , −1≤ x≤ 0, (5)

u4|A0E3
= ψ4 (x) , −

1
2
≤ x≤ 0, (6)

4) удовлетворяет следующим непрерывным условиям склеивания на отрезках
J1 и J2:

u1 (x, 0) = u2 (x, 0) = τ1 (x) , 0≤ x≤ 1, (7)

u1y (x, 0) = u2y (x, 0) = ν1 (x) , 0≤ x≤ 1, (8)

u1yy (0, y) = u2yy (0, y) = µ1 (x) , 0≤ x≤ 1, (9)

u3 (x, 0) = u4 (x, 0) = τ2 (x) , −1≤ x≤ 0, (10)

u3y (x, 0) = u4y (x, 0) = ν2 (x) , −1≤ x≤ 0, (11)

u3yy (x, 0) = u4yy (x, 0) = µ2 (x) , −1≤ x≤ 0, (12)

u2 (0, y) = u3 (0, y) = τ3 (y) , −1≤ y≤ 0, (13)

u2x (0, y) = u3x (0, y) = ν3 (y) , −1≤ y≤ 0 (14)

u2xx (0, y) = u3xx (0, y) = µ3 (y) , −1≤ y≤ 0, (15)

u3 (0, y) = u4 (0, y) = τ4 (y) , 0≤ y≤ 1, (16)

u3x (0, y) = u4x (0, y) = ν4 (y) , 0≤ y≤ 1, (17)

u3xx (0, y) = u4xx (0, y) = µ4 (y) , 0≤ y≤ 1. (18)

Здесь ψi (1, 2, 3, 4) , φ1 (заданные достаточно гладкие функции, а τ1, ν1, µ1, τ2, ν2, µ2,
τ3, ν3, µ3, τ4, ν4, µ4 (неизвестные пока достаточно гладкие функции, причем вы-
полняются условия согласования τ1 (1) = φ1 (0) = ψ1 (1).

Задача 2. Эта задача отличается от задачи 1 лишь тем, что здесь вместо
условия (4) и (6) берется условие

u3|D = ψ2 (x) , −1≤ x≤ .0

Остальные условия остаются без изменений.
Здесь мы будем ограничимся рассмотрением только задачи 1.
Теорема. Если φ1 ∈C3 [0, 1], ψ1 ∈C3 [0, 1

2

]
, ψ3 ∈ 2 [−1, 0], ψ2, ψ4 ∈ 3 [−1

2 , 0
]
, причем

выполняется условие согласования ψ1 (0) = ψ2 (0), то задача 1 допускает един-
ственное решение.
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Доказательство. Теорему докажем методом построения решения. Для этого
уравнение (1) перепишем в виде

u1xx−u1y = ω1 (x− y) , (x, y) ∈ D1, (19)

uixx−uiyy = ωi (x− y) , (x, y) ∈ Di (i = 2, 3, 4), (20)

где введено обозначение u(x, y)= ui (x, y) , (x, y)∈Di
(
i = 1, 4

)
, причем функции ωi (x− y),

i = 1, 4 неизвестные пока достаточно гладкие функции.
Если учитываем виды областей Di, (i = 2, 3, 4), которые написаны наверху, то

уравнение (20) (i = 2, 3, 4) можно переписать в виде

uikxx−uikyy = ωik (x− y) , (x, y) ∈ Dik (i = 2, 3, 4; k = 1, 2), (21)

где введены обозначения ui (x, y) = uik (x, y), ωi (x− y) = ωik (x− y).
Рассмотрим сначала задачу в области D31. Запишем решение уравнения (21)

(i = 3; k = 1), удовлетворяющее условиям (13),(14):

u31 (x, y) =
τ3 (y+ x)+ τ3 (y− x)

2
+

1
2

y+x∫
y−x

ν3 (t)dt +
1
2

x∫
0

dη

y+x−η∫
y−x+η

ω31 (η−ξ )dξ (22)

Условие (5) можно переписать в виде(
∂u31

∂x
+

∂u31

∂y

)∣∣∣∣
y=−x−1

=
√

2ψ3 (x) . (23)

Дифференцируя (22) по xи y и подставляя их в (23), затем дифференцируя полу-
ченное уравнение и меняя 2x−1 на x− y, находим

ω31 (x− y) =
√

2ψ
′
3

(
x− y−1

2

)
, 0≤ x− y≤ 1. (24)

Теперь переходя в уравнениях (21) (i = 2; k = 2) и (21) (i = 3; k = 1) к пределу при
x→ 0 и учитывая (13), (15), получим уравнения µ3 (y)− τ ′′3 (y) = ω22 (−y) и µ3 (y)−
τ ′′3 (y) = ω31 (−y). Из этих уравнений видно, что ω22 (−y) = ω31 (−y). В этом равенстве
меняя −y на x− y, в силу (24) получим

ω22 (x− y) = ω31 (x− y) =
√

2ψ
′
3

(
x− y−1

2

)
, 0≤ x− y≤ 1 (25)

Подставляя (22) в (4), затем дифференцируя полученное уравнение и меняя −2x−
1 на y, приходим к соотношению

τ
′
3 (y)−ν3 (y) = δ1 (y) , −1≤ y≤ 0, (26)

где δ1 (y) – известная функция.
Переходим в область D22. Запишем решение уравнения (21) (i = 2; k = 2), удовле-

творяющего условиям (13), (14):

u22 (x, y) =
τ3 (y+ x)+ τ3 (y− x)

2
+

1
2

y+x∫
y−x

ν3 (t)dt +
1
2

x∫
0

dη

y+x−η∫
y−x+η

ω22 (η−ξ )dξ (27)
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Подставляя (27) в (3) и дифференцируя полученное уравнение и меняя 2x−1 на
y, получим соотношение

τ
′
3 (y)+ν3 (y) = δ2 (y) , −1≤ y≤ 0, (28)

где δ2 (y) – известная функция.
Из (26) и (28) находим

ν3 (y) =
1
2
[δ2 (y)−δ1 (y)] , (29)

τ
′
3 (y) =

1
2
[δ2 (y)+δ1 (y)] .

Интегрируя последнее равенство от −1 до y, имеем

τ3 (y) =
1
2

y∫
−1

[δ2 (t)+δ1 (t)]dt +ψ1 (0) .

Таким образом, мы нашли функции u31 (x, y) и u22 (x, y).
Теперь переходим в область D21. Запишем решение уравнения (21) (i = 2; k = 2),

удовлетворяющего условиям (7), (8):

u21 (x, y) =
τ1 (x+ y)+ τ1 (x− y)

2
+

1
2

x+y∫
x−y

ν1 (t)dt− 1
2

y∫
0

dη

x+y−η∫
x−y+η

ω21 (ξ −η)dξ (30)

Дифференцируя (27) и (30) по x и y и подставляя их в условие
(

∂u21

∂x
+

∂u21

∂y

)∣∣∣∣
y=−x

=(
∂u22

∂x
+

∂u22

∂y

)∣∣∣∣
y=−x

и дифференцируя полученное равенство, затем меняя 2x на x−y,

находим

ω21 (x− y) = ω22 (x− y) =
√

2ψ
′
3

(
x− y−1

2

)
, 0≤ x− y≤ 1. (31)

Теперь будем пользоваться условием u21 (x,−x) = u22 (x,−x). Подставляя (31) в
это условие и дифференцируя полученное равенство, затем меняя 2x на x, имеем
следующее соотношение:

ν1 (x) = τ
′
1 (x)−α1 (x) , 0≤ x≤ 1, (32)

где α1 (x) – известная функция.

Теперь, применяя оператор
∂

∂x
+

∂

∂y
к уравнению (18) и переходя в полученном

равенстве к пределу при y→ 0, получим следующее соотношение:

τ
′′′
1 (x)+ν

′′
1 (x)−ν

′
1 (x)−µ1 (x) = 0. (33)

Аналогично, переходя в уравнении (20) (i = 2; k = 1) к пределу при y→ 0, полу-
чим соотношение

τ
′′
1 (x)−µ1 (x) = ω21 (x) (34)
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Исключая из (32), (33) и (34) функции ν1 (x) и µ1 (x), получим уравнение

τ
′′′
1 (x)− τ

′′
1 (x) =

1
2
[
α
′′

1 (x)−α
′
1 (x)−ω21 (x)

]
.

Интегрируя последнее уравнение дважды от 1 до x, получим

τ
′
1 (x)− τ1 (x) = α2 (x) + k1 (x−1)+ k2, (35)

где α2 (x) – известная функция.
Решая уравнение (35) при условиях τ1 (1) = ϕ1 (0), τ ′1 (1) = ϕ ′1 (0)+α1 (1), τ ′′1 (1) =

ϕ ′′1 (0)+
√

2ψ ′3 (0), получим

τ1 (x) =
x∫

1

exp(x− t)α2 (t)dt + k1 (exp(x−1)− x)+ (36)

+k2 (exp(x−1)−1)+ k3 exp(x−1) ,

где k3 =ϕ1 (0), k2 =ϕ ′1 (0)−ϕ1 (0)+ 1
2α1 (1), k1 =

√
2ψ ′3 (0)+ϕ ′′1 (0)−ϕ ′1 (0)−

1
2 [α

′
1 (1)+α1 (1)].

Таким образом, мы нашли функцию u21 (x, y). Она определяется по формуле (30),
а функции ω21 (x− y), ν1 (x) и τ1 (x) – по формулам (31), (32), (36) соответственно.

Переходим в область D32. Запишем решение уравнения (21) (i = 3; k = 2), удовле-
творяющее условиям (10), (11):

u32 (x, y) =
τ2 (x+ y)+ τ2 (x− y)

2
+

1
2

x+y∫
x−y

ν2 (t)dt− 1
2

y∫
0

dη

x+y−η∫
x−y+η

ω32 (ξ −η)dξ (37)

Дифференцируя (37) по x и y и подставляя их в условие
(

∂u32

∂x
+

∂u32

∂y

)∣∣∣∣
y=−x−1

=

√
2ψ3 (x), затем дифференцируя полученное уравнение и меняя 2x+1 на x− y, полу-

чим

ω32 (x− y) =
√

2ψ
′
3

(
x− y−1

2

)
, −1≤ x− y≤ 0 (38)

Теперь пользуясь из условия u32 (x, x) = u31 (x, x) и дифференцируя полученное
уравнение и меняя 2x на x, получим

ν2 (x) =−τ
′
2 (x)+β1 (x) , −1≤ x≤ 0, (39)

где β1 (x)− известная функция.
Теперь переходим в область D42. Переходя в уравнениях (21) (i = 4; k = 2) и (21)

(i = 3; k = 2) к пределу при y→ 0, получим уравнения τ ′′2 (x)−µ2 (x) =ω42 (x) и τ ′′2 (x)−
µ2 (x) = ω32 (x). Из этих уравнений видно, что ω42 (x) = ω32 (x) , −1 ≤ x ≤ 0, тогда в
силу (38) имеем

ω42 (x− y) =
√

2ψ
′
3

(
x− y−1

2

)
, −1≤ x− y≤ 0 (40)

Затем запишем решение уравнения (21) (i = 4; k = 2), удовлетворяющее условиям
(10), (11):

u42 (x, y) =
τ2 (x+ y)+ τ2 (x− y)

2
+

1
2

x+y∫
x−y

ν2 (t)dt− 1
2

y∫
0

dη

x+y−η∫
x−y+η

ω42 (ξ −η)dξ .
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Подставляя (39) в последнее равенство, имеем

u42 (x, y) = τ2 (x− y)+
1
2

x+y∫
x−y

β1 (t)dt− 1
2

y∫
0

dη

x+y−η∫
x−y+η

ω42 (ξ −η)dξ (41)

Далее, переходим в область D41. Запишем решение уравнения (21) (i = 4; k = 1),
удовлетворяющее условиям (16), (17):

u41 (x, y) =
τ4 (y+ x)+ τ4 (y− x)

2
+

1
2

y+x∫
y−x

ν4 (t)dt +
1
2

x∫
0

dη

y+x−η∫
y−x+η

ω41 (η−ξ )dξ (42)

Дифференцируя (41) и (42) по x и y и подставляя полученные равенства в условие(
∂u41

∂x
+

∂u41

∂y

)∣∣∣∣
y=−x

=

(
∂u42

∂x
+

∂u42

∂y

)∣∣∣∣
y=−x

, затем дифференцируя полученное урав-

нение и учитывая (40) и меняя 2x на x− y, находим

ω41 (x− y) = ω42 (x− y) =
√

2ψ
′
3

(
x− y−1

2

)
, −1≤ x− y≤ 0. (43)

Далее, учитывая условия u41 (x, y)|y=−x = u42 (x, y)|y=−x и дифференцируя полу-
ченное уравнение и затем меняя −2x на y, получим

τ
′
4 (y)−ν4 (y) =−2τ

′
2 (−y)+δ3 (y) , 0≤ y≤ 1 (44)

где δ3 (y) – известная функция.
Теперь подставляя (42) в (6) и дифференцируя полученное уравнение, затем ме-

няя 2x+1 на y, имеем
τ
′
4 (y)+ν4 (y) = δ4 (y) , 0≤ y≤ 1 (45)

где δ4 (y) – известная функция.
Из (44) и (45) получим

ν4 (y) = τ
′
2 (−y)+

1
2
[δ4 (y)−δ3 (y)] , 0≤ y≤ 1, (46)

τ
′
4 (y) =−τ

′
2 (−y)+

1
2
[δ4 (y)+δ3 (y)] , 0≤ y≤ 1. (47)

Интегрируя (47) с учетом условия τ4 (0) = τ2 (0), находим

τ4 (y) = τ2 (−y)+
1
2

y∫
0

[δ4 (t)+δ3 (t)]dt, 0≤ y≤ 1 (48)

Теперь переходим в область D1. Переходя в уравнении (19) к пределу при y→ 0,
затем в полученном уравнении меняя x на x− y, получим

ω12 (x− y) = τ
′′
1 (x− y)−ν1 (x− y) , 0≤ x− y≤ 1, (49)

где положено ω1 (x− y) =
{

ω11 (x− y) , −1≤ x≤ 0,
ω12 (x− y) , 0≤ x≤ 1.
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Переходя в уравнениях (21) (i = 4; k = 1) и (19) к пределу при x→ 0, получим
уравнения µ4 (y)−τ ′′4 (y) = ω41 (−y) и µ4 (y)−τ ′4 (y) = ω11 (−y). Исключая из этих урав-
нений функцию µ4 (y), находим

ω11 (−y) = τ
′′
4 (y)− τ

′
4 (y)+ω41 (−y) .

В этом равенстве меняя −y на x− y, получим следующее соотношение:

ω11 (x− y) = τ
′′
4 (y− x)− τ

′
4 (y− x)+ω41 (x− y) . (50)

Дифференцируя (47), находим

τ
′′
4 (y) = τ

′′
2 (−y)+

1
2
[
δ
′
4 (y)+δ

′
3 (−y)

]
, 0≤ y≤ 1. (51)

Подставляя (47) и (51) в (50), получим

ω11 (x− y) = τ
′′
2 (x− y)+ τ

′
2 (x− y)+ γ1 (x− y) (52)

где γ1 (x− y) – известная функция.
Теперь запишем решение уравнения (19), удовлетворяющее условиям (2), (7),

(16):

u1 (x, y)=
1

2
√

π

 y∫
0

τ4 (η)Gξ (x, y; 0, η)dη−
y∫

0

ϕ1 (η)Gξ (x, y; 1, η)dη+

1∫
0

τ1 (ξ )G(x, y; ξ , 0)dξ−

−
y∫

0

dη

η∫
0

ω11 (ξ −η)G(x, y; ξ , η)dξ −
y∫

0

dη

1∫
η

ω12 (ξ −η)G(x, y; ξ , η)dξ

 , (53)

где функции

G(x, y; ξ , η)
N (x, y; ξ , η)

}
=

1√
y−η

+∞

∑
n=−∞

{
exp

[
−(x−ξ −2n)2

4(y−η)

]
∓ exp

[
−(x+ξ −2n)2

4(y−η)

]}
являются функциями Грина первой и второй краевых задач для уравнения (17).

Дифференцируя (53) по x и полагая в полученном равенстве x→ 0, имеем

ν4 (y) =−
1

2
√

π

y∫
0

τ
′
4 (η)N (0, y; 0, η)dη+

+
1

2
√

π

y∫
0

ϕ
′
1 (η)N (0, y; 1, η)dη +

1
2
√

π

1∫
0

τ
′
1 (ξ )N (0, y; ξ , 0)dξ−

− 1
2
√

π

y∫
0

ω11 (−η)N (0, y; 0, η)dη− 1
2
√

π

y∫
0

dη

η∫
0

ω
′
11 (ξ −η)N (0, y; ξ , η)dξ+

+
1

2
√

π

y∫
0

ω12 (1−η)N (0, y; 1, η)dη− 1
2
√

π

y∫
0

dη

1∫
η

ω
′
12 (ξ −η)N (0, y; ξ , η)dξ .
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Дифференцируя это равенство и учитывая (51), (52), после некоторых вычислений
имеем

τ
′′′
2 (−y)+

y∫
0

K (y, η)τ
′′′

2 (−η)dη = g(y) , (54)

где K (y, η), g(y) – известные функии.
Уравнение (54) является уравнением типа Вольтерра второго рода. Решая его, на-

ходим функцию τ ′′′2 (−y), а следовательно и все неизвестные функции τ2 (−y), ν2 (−y),
τ4 (y), ν4 (y), ω11 (y), u32 (x, y), u41 (x, y), u42 (x, y), u1 (x, y) единственным образом. �

Заключение

В работах [3],[4] был рассмотрен ряд краевых задач для более общего уравне-
ний третьего порядка параболо-гиперболического типа в области с одной линией
изменения типа.
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