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Настоящая работа посвящена постановке и исследованию краевой задачи типа зада-
чи Геллерстедта для уравнения параболо-гиперболического типа с вырождением типа
и порядка внутри области, которая эквивалентным образом сводится к интегральным
уравнениям.
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Постановка задачи

Рассмотрим уравнение

0 =

{
xuxx +α0ux−uy, (x; y) ∈Ω0,
xuxx +(−x)nuyy +α1ux, (x; y) ∈Ω1 j,

(
j = 1,3

)
,

(1)

где α0,α1,n = const, причем
0 < α0 < 1, (2)

здесь Ω0 – область ограниченная прямыми 0: x = 0, 0≤ y≤ 1, 1:0≤ x <+∞, y = 0, 2:
0 ≤ x < +∞, y = 1; Ω11 – характеристический треугольник, ограниченный отрезком
AE оси y и двумя характеристиками

AC1: y− 2
n+1

(−x)
n+1

2 = 0, EC1: y+
2

n+1
(−x)

n+1
2 = y0,

уравнения (1), выходящими из точек A(0; 0) и E (0; y0), пересекающимися в точке

C1

−(n+1
4 y0

) 2
n+1 ;

y0

2

, y0 ∈ [0; 1]; Ω12 – характеристический треугольник, ограни-

ченный отрезком E оси y и двумя характеристиками

EC2: y− 2
n+1

(−x)
n+1

2 = y0, BC2: y+
2

n+1
(−x)

n+1
2 = 1,

уравнения (1), выходящими из точек E (0; y0) и B(0; 1), пересекающимися в точ-

ке C2

−(n+1
4

(1− y0)

) 2
n+1 ;

1+ y0

2

; Ω13 – характеристический четырехугольник,

ограниченный характеристиками EC1, EC2 и

C1C: y− 2
n+1

(−x)
n+1

2 = 0, C2: y+
2

n+1
(−x)

n+1
2 = 1,

уравнения (1), пересекающихся в точках E, C1, C2 и C

−(n+1
4

) 2
n+1 ;

1
2

.

Введем обозначения: Ω1 =Ω11∪Ω12∪Ω13∪EC1∪EC2, I = {(x, y) : x = 0, 0 < y < 1},
Ω = Ω0∪Ω1∪ I, I1 = {(x, y) : x = 0, 0 < y < y0},I2 = {(x, y) : x = 0, y0 < y < 1}.

В области Ω изучается следующая задача для уравнения (1).
Задача Γ1. Найти функцию u(x, y) со следующими свойствами:
1) u(x, y) ограничена для всех 0 ≤ x < +∞, 0 ≤ y ≤ 1 и непрерывна вплоть до

границы области Ω;
2) u(x, y) ∈C2,1

x,y (Ω0)∩C2,2
x,y (Ω11∪Ω12∪Ω13) удовлетворяет уравнению (1) в об-

ластях Ω0, и Ω1 j,
(

j = 1,3
)
;

3) на I выполняется условие склеивания

lim
x→−0

(−x)α1ux = f (y) lim
x→+0

xα0ux +g(y)равномерно при0 < y < 1; (3)
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4) u(x, y) удовлетворяет краевым условиям

u(x, y)|y=0 = ϕ (x) , (4)

u(x, y) |AC1 = ψ1 (y) ,0≤ y≤ y0

2
u(x, y) |EC2 = ψ2 (y) ,y0 ≤ y≤ y0 +1

2
, (5)

где ϕ (x), ψ1 (y), ψ2 (y), f (y), g(y)- заданные функции, причем

ϕ (x) [0; + ∞) , (6)

ψ1 (0) = ϕ (0) , (7)

ψ2 (y) ∈C1
[

y0;
y0 +1

2

]
∩C3

(
y0;

y0 +1
2

)
, (8)

f (y) ,g(y) ∈C
(
I
)
∩C2 (I) , f (y) 6= 0,∀(0; y) ∈ I. (9)

Справедлива следующая теорема.
Теорема. Если выполнены условия (2), (6)-(9), то в области Ω существует

единственное решение задачи Γ1.
Доказательство.
Решение видоизмененной задачи Коши с начальными данными

lim
x→−0

u(x; y) = τ (y) , (10)

для уравнения (1) в области Ω1 определяется формулой [1, C. 110-111]

u(x,y) = γ1

1∫
0

τ

(
y+

2
n+1

(−x)
n+1

2 (2t−1)
)
(t (1− t))β−1dt−

− (−x)1−α1γ2

1∫
0

ν2

(
y+

2
n+1

(−x)
n+1

2 (2t−1)
)
(t (1− t))−β dt, (11)

где γ1 =
Γ(2β )

Γ2(β )
, γ2 =

Γ(2−2β )

(1−α1)Γ2(1−β )
, β =

n−1+2α1

2n+2
, причем 0 < β <

1
2
.

Удовлетворяя (11) первому условию из (5), имеем

ψ1

(y
2

)
= γ1

1∫
0

τ (ty)(t (1− t))β−1dt−

−γ2
(n+1

4 y
)1−2β

1∫
0

ν2 (ty)(t (1− t))−β dt, 0≤ y≤ y0.

Отсюда, произведя замену ty = z получим:

ψ1

(y
2

)
= γ1y1−2β

y∫
0

τ (z)(z(y− z))β−1dz− γ2

(
n+1

4

)1−2β
y∫

0

ν2 (z)(z(y− z))−β dt.
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В силу определения интегро-дифференциального оператора дробного порядка [1,
C. 19] из последнего равенства имеем

D−β

0y τ (y)yβ−1− γ2Γ(1−β )

γ1Γ(β )

(
n+1

4

)1−2β

y2β−1Dβ−1
0y ν2 (y)y−β =

=
1

γ1Γ(β )
y2β−1

ψ1

(y
2

)
. (12)

Применяя оператор Dβ

0y к обеим частям равенства (12) с учетом тождеств

Dβ

0yy2β−1Dβ−1
0y y−β f (y) = yβ−1D2β−1

0y f (y) ,

Dβ

0yD−β

0y f (y) = f (y) ,

получим функциональное соотношение междуτ (y) и ν2 (y) принесенное из области
Ω11 на I1

τ (y) =
γ2Γ(1−β )

γ1Γ(β )

(
n+1

4

)1−2β

D2β−1
0y ν2 (y)+

+
1

γ1Γ(β )
y1−β Dβ

0yy2β−1
ψ1

(y
2

)
. (13)

Точно также удовлетворяя (11) второму условию из (5), имеем

τ (y) =
γ2Γ(1−β )

γ1Γ(β )

(
n+1

4

)1−2β

D2β−1
y0y ν2 (y)+

+
1

γ1Γ(β )
(y− y0)

1−β Dβ
y0y(y− y0)

2β−1
ψ2

(
y+ y0

2

)
. (14)

Решение второй краевой задачи для уравнения (1) в области Ω0, удовлетворяющее
условиям (4) и

lim
x→+0

xα0ux = ν1(y), (15)

имеет вид [2]:

u(x,y) =− 1
Γ(α0)

y∫
0

e−
x

y−t (y− t)−α0ν1(t)dt +
∞∫

0

E(x, t,y,α0)ϕ(t)dt, (16)

где

E(x,ξ ,y−η ,α0) = (y−η)−1(xξ )
1−α0

2 Iα0−1

(
2
√

xξ

y−η

)
e−

x+ξ

y−η ξ
α0−1

– фундаментальное решение уравнения (1), Iχ(z) – модифицированная функция Бес-
селя [3].

В (16) переходя к пределу при x→ +0, с учётом условия 1) задачи 1 получим
функциональное соотношение между τ(y) и ν1(y) на линии вырождения I, принесен-
ное из области D1:

τ(y) =−Γ(1−α0)

Γ(α0)
Dα0−1

0y ν1(y)+F(y), (17)
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где

F(y) =
1

Γ(α0)
y−α0

∞∫
0

tα0−1e−
t
y ϕ(t)dt. (18)

В силу (2), (6), с учетом формулы [4, C. 4]:

Γ(z) =
∞∫

0

e−ttz−1dtиз(Re z > 0) ,

(18) следует, что
|F(y)| ≤ const. (19)

Исключая τ(y) из соотношений (13), (14) и (17), с учетом (3), (10), (15) получим
равенств

−Γ(1−α0)

Γ(α0)
Dα0−1

0y ν1(y)+F(y) =
1

γ1Γ(β )
y1−β Dβ

0yy2β−1
ψ1

(y
2

)
+

+

(
n+1

4

)1−2β
γ2Γ(1−β )

γ1Γ(β )
D2β−1

0y ( f (y)ν1(y)+g(y)) ,0≤ y≤ y0, (20)

−Γ(1−α0)

Γ(α0)
Dα0−1

0y ν1(y)+F(y) =
1

γ1Γ(β )
(y− y0)

1−β Dβ
y0y(y− y0)

2β−1
ψ2

(
y+ y0

2

)
+

+

(
n+1

4

)1−2β
γ2Γ(1−β )

γ1Γ(β )
D2β−1

y0y ( f (y)ν1(y)+g(y)) ,y0 ≤ y≤ 1. (21)

Далее, для нахождения ν1(y) рассмотрим следующие случаи.
I. Если α0 < 2β (т.е. α0− 1 < 2(α1−1)

n+1 ), то, применяя операторы D1−2β

0y и D1−2β
y0y к

обеим частям равенств (20) и (21) соответственно получим интегральное уравнение
Вольтерра второго рода

ν1 (y)+

y∫
0

K1 (y, t)ν1 (t)dt = Φ1 (y) , (22)

ν1 (y)+

y∫
0

K2 (y, t)ν1 (t)dt = Φ2 (y) , (23)

где K1 (y, t) = µ1
f (y)(y− t)2β−α0−1, K2 (y, t) =

{
K21 (y, t) , 0≤ t ≤ y0,
K22 (y, t) , y0 ≤ t ≤ y,

K21 (y, t) =
µ1

f (y)
(2β −α0)(y− t)−α0(y− y0)

2β−1 y− y0

y− t
F
(

2β , α0, 2β +1;
y− y0

y− t

)
+

+
µ1

f (y)
2β (y− y0)

2β−1(y0− t)−α0 y0− t
y− t

,

K22 (y, t) =
µ1

f (y)
(2β −α0)(y− t)2β−α0−1,
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Φ1 (y) =
µ2

f (y)
D1−2β

0y F(y)− µ3

f (y)
D1−2β

0y y1−β Dβ

0yy2β−1
ψ1

(y
2

)
− g(y)

f (y)
,

Φ2 (y) =
µ2

f (y)
D1−2β

y0y F(y)− g(y)
f (y)
−

− µ3

f (y)
D1−2β

y0y (y− y0)
1−2β Dβ

y0y(y− y0)
2β−1

ψ2

(
y+ y0

2

)
,

а µ j, ( j = 1,2,3) –постоянные.
Ядра и правые части интегральных уравнений (22) и (23) соответственно допус-

кают оценки

|K1 (y, t)| ≤ c11(y− t)2β−α0−1, |Φ1 (y, t)| ≤ c12y2β−1,c11, c12 = const, (24)

|K21 (y, t)| ≤ c11(y0− t)−α0(y− y0)
2β−1, |K22 (y, t)| ≤ c22(y− t)2β−α0−1, (25)

|Φ2 (y, t)| ≤ c23(y− y0)
2β−1, c2 j = const,

(
j = 1,3

)
.

В силу оценки (24) и (25) уравнения (22) и (23) соответственно являются инте-
гральными уравнениями Вольтерра второго рода со слабой особенностью. Согласно
теории интегральных уравнений Вольтерра [4], заключаем, что интегральное урав-
нение (22) однозначно разрешимо в классе C2 (0, y0), причем функция ν1 (y), может
иметь особенность порядка меньше 1−2β при y→ 0, а при y→ y0 ограниченно и его
решение дается формулой:

ν1 (y) = Φ1 (y)−
y∫

0
R1 (y, t)Φ1 (t)dt, 0≤ y≤ y0,

где R1 (y, t) – резольвента ядра K1 (y, t). Точно также решая уравнение (23) получим

ν1 (y) = Φ2 (y)−
y∫

0
R2 (y, t)Φ2 (t)dt, y0 ≤ y≤ 1,

где R2 (y, t) – резольвента ядра K2 (y, t). ν1 (y) ∈C2 (y0, 1), причем может иметь осо-
бенность порядка меньше 1−2β при y→ y0, а при y→ 1 ограниченно. Следовательно,
задача 1 при α0 < 2β однозначно разрешима в силу эквивалентности ее интегральным
уравнениям Вольтерра второго рода (22) и (23).

Решение задачи 1 при α0 < 2β можно восстановить в области Ω0 как решение
второй краевой задачи (16), в Ω11 и Ω12 – как решение видоизмененной задачи Коши
(11), а в Ω13 как решение задачи Гурса для уравнения (1) (методом Римана).

II. Аналогично как и вышеизложенным методом доказывается однозначная раз-
решимость задачи Γ1 в случае, когда α0 > 2β , и α0 = 2β . �
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