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Введение

В работе исследуется единственность решения краевой задачи для линейного
уравнения смешанного эллиптико-гиперболического типа второго порядка в двумер-
ной полосе.

Значительную роль в становлении современной теории уравнений смешанного
типа и ее прикладных аспектов сыграли работы многих авторов, в том числе [1]–[6].

Единственность краевой задачи для уравнения смешанного

эллиптико-гиперболического типа с гиперболическим вырождением

порядка

Пусть D – односвязная область комплексной плоскости z = x+ iy, ограниченная
кривой Жордана σ , расположенной в полуплоскости Imz > 0 с концами в точках
A=(0,0) и B=(1,0), отрезками AAδ , BBδ прямых x= 0, x= 1, −δ ≤ y≤ 0, δ = const> 0
и отрезками AδC : 0 ≤ x ≤ 1/2 и BδC : 1/2 ≤ x ≤ 1 прямых x+ y = −δ и x− y = 1+ δ

соответственно (см. рис.).

Рисунок

В области D рассмотрим уравнение

0 =


uxx +uyy +a1(z)ux +b1(z)uy + c1(z)u, y > 0,
ux−uy + c0(z)u, −δ < y < 0,
uxx−uyy +a2(z)ux +b2(z)uy + c2(z)u, y <−δ .

(1)

Через D1, D0 и D2 обозначим части области D, где y > 0, −δ < y < 0 и y < −δ

соответственно. Предполагается, что коэффициенты a j(z), b j(z), c j(z) принадлежат
классу C(D j), D j – замыкание D j, j = 0,1,2.
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Уравнeние (1) в области D является уравнением смешанного типа с гиперболи-
ческим вырождением порядка в области D0. Оно относится к уравнениям эллипти-
ческого типа в области D1, и к гиперболическому типу – в области D2. В области
D0 уравнение (1) имеет одно семейство ξ = x+ y действительных характеристик, а в
области D2 – два семейства ξ = x+ y, η = x− y.

Цель этого раздела состоит в исследовании однозначной разрешимости следую-
щей смешанной задачи.

Задача. Найти решение u(z)= u(x,y) уравнения (1), регулярное всюду в области
D, за исключением, быть может, характеристических отрезков ACb : x+ y = 0,
0< x< 1/2+δ/2, CδCa : x−y= 2δ , δ/2 < x < δ , которое принадлежит классу C(D)∩
C′(D\ACb \CδCa) и удовлетворяет граничным условиям:

u(z) = ϕ(s) ∀z ∈ σ 0≤ s≤ l, (2)

u(iy) = ψ(y) ∀y ∈ [−δ ,0], (3)

где ϕ(s) и ψ(y) – заданные непрерывные функции, l – длина кривой σ , отсчиты-
ваемая от точки B.

Теорема. Пусть c1(z)≤ 0 в D1; c0(x)≥ 0 при 0≤ x≤ 1;
∂a2(z)

∂x
и

∂b2(z)
∂y

принад-

лежат C(D2). Тогда задача не может иметь более одного решения.
Доказательство.
Доказательство существенно опирается на следующий принцип экстремума. Пусть

c1(z)≤ 0 в D1, c0(x)≥ 0 при 0≤ x≤ 1. Тогда положительный максимум (отрицатель-
ный минимум) решения u(z) задачи (1)-(3) на компакте D1 достигается лишь на
σ .

Действительно, пусть u(z) –решение задачи (1)-(3) и τ(x) = u(x), ν(x) = uy(x).
Тогда из уравнения

ux−uy + c0(z)u = 0 (4)

заключаем, что
ν(x) = τ

′(x)+ c0(x)τ(x). (5)

Предположим, что max
D1

u(z) = u(ζ ). Из принципа Хопфа следует, что ζ∈D1. Допу-

щение, что ζ ≡ ξ ∈]0,1[ в силу (5) приводит к неравенству ν(ξ )≥ 0, противоречаще-
му принципу Зарембы-Жиро [1], утверждающему, что ν(ξ )< 0. Остается включение
ζ ∈ σ .

Докажем теперь, что однородная задача, соответствующая задаче (1)-(3), то есть
задача (1)-(3) при ϕ(z) ≡ 0, ψ(y) ≡ 0, имеет только нулевое решение u(z) = 0. Итак,
пусть u(z) решение однородной задачи. Из принципа экстремума вытекает, что u(z)≡
0 в замкнутой области D1. Далее, функция u(z) должна быть решением однородной
задачи Коши: u(x) = 0, 0≤ x≤ 1 для уравнения (4). Из единственности решения этой
задачи следует, что u(z) = 0 в части D+

0 области D, лежащей в характеристической
полосе 0≤ x+y≤ 1. В области D−0 = D\D+

0 u(z) – решение однородной задачи Коши:
u(iy) = 0,−δ ≤ y≤ 0 для уравнения (4). Поэтому u(z) = 0 и в D−0 , и в целом в D0. В
области D2 функция u(z) как решение уравнения

uxx−uyy +a2(z)ux +b2(z)uy + c2(z) = 0, (6)

должна удовлетворять однородному условию Коши: u(x− iδ ) = 0 при 0 < x < 1 и как
следует из уравнения (4) при y =−δ uy(x,−δ ) = 0 при 0 < x < 1. Из единственности
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решения задачи Коши для уравнения (6) приходим к выводу, что u(z) = 0 в D2. Этим
и завершается доказательство единственности решения задачи (1)-(3). �
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