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В интервале 0 < x < 1 рассмотрим уравнение

m

∑
j=1

β j∂
α j
0x u(x)+λu(x) = f (x), (1)

где α j ∈]1,2[, λ ,β j ∈R, β1 > 0, α1 > α2 > ... > αm, ∂
γ

0xu(x) – регуляризованная дробная
производная (производная Капуто) [1, c. 11]:

∂
γ

0xu(x) = Dγ−n
0x u(n)(x), n−1 < γ ≤ n,

где Dγ

0x− оператор дробного интегро-дифференцирования порядка γ в смысле Римана-
Лиувилля [1, c. 9] по переменной x, определяемый равенством:

Dγ
sxu(x) =


sign(x−s)

Γ(−γ)

x∫
s

g(ξ )
|x−ξ |γ+1 dξ , γ < 0,

g(x), γ = 0,

signn(x− s) dn

dxn Dγ−n
sx u(t), n−1 < γ ≤ n, n ∈ N.

Линейные обыкновенные дифференциальные уравнения дробного порядка с по-
стоянными коэффициентами исследовались в работах [1]-[6]. Относительно изложе-
ния результатов и библиографии работ, связанных с линейными дифференциальны-
ми уравнениями дробного порядка, укажем работы [7] и [8]. В настоящее время
актуальной темой являются операторы дискретно распределенного порядка, одним

из таких операторов является оператор
m
∑
j=1

β j∂
α j
0x u(x). Дифференциальные уравнения

с распределенными операторами исследовались в работах [9], [10] и [11] (см. так же
библиографию там). В работах [12] и [13] для уравнения (1) решены задачи Дирихле
и Неймана для линейного обыкновенного дифференциального уравнения дробного
порядка с постоянными коэффициентами, а в работах [14] и [15] построена функция
Грина, исследован вопрос о вещественных собственных значениях. В данной рабо-
те строится асимптотическая формула для фундаментального решения при больших
значениях λ .

В дальнейшем будем использовать следующие обозначения

Gµ
m(x) = Gµ

m(x;ν1, ...,νm;γ1, ...,γm)≡
∞∫

0

e−tSµ
m(x;ν1t, ...,νmt;γ1, ...,γm)dt,

ν1 =−
λ

β1
, ν j =−

β j

β1
, γ1 = α1, γ j = α1−α j, ( j = 2,m)

Sµ
m(x;z1, ...,zm;γ1, ...,γm) = (h1 ∗h2 ∗ ...∗hm)(x),

(g∗h)(x) =
x∫

0
g(x− t)h(t)dt - свертка Лапласа функций g(x) и h(x),

h j = h j(x)≡ xµ j−1
φ(γ j,µ j;z jxγ j),φ(a,b;z) =

∞

∑
k=0

zk

k!Γ(ak+b)
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– функция Райта [16]; x > 0, z j ∈ R, γ j > 0, µ j > 0, µ =
m
∑
j=1

µ j. Воспользовавшись

интегральным представлением функции Gµ
m(x) [14], которое справедливо для λ > 0,

Gµ
m(x) =

β1

2πi

∫
γ(r,ωπ)

exp pα1−µ

m
∑
j=1

β j pα j +λ

d p, (2)

где γ(r,ωπ) = {z : |z| = r, |argz| ≤ ωπ}∪ {z : |z| ≥ r,argz = ±ωπ}, 1/2 < ω ≤ 1 – кон-
тур Ханкеля, направление обхода выбрано в сторону неубывания argz [17, с. 12] и
разложением [6, с. 134]

1
ξ − z

=−
n

∑
k=1

ξ k−1

zk +
ξ n

zn(ξ − z)
, (n≥ 1)

получаем

Gµ
m(x,λ ) =

β1

2πi

∫
γ(r,ωπ)

exp pα1−µ

−
n

∑
k=1

(
m
∑
j=1

β j pα j

)k−1

(−λ )k +

(
m
∑
j=1

β j pα j

)n

(−λ )n

(
m
∑
j=1

β j pα j +λ

)
d p

или

Gµ
m(x,λ ) =−

n

∑
k=1

β1

2πi(−λ )k

∫
γ(r,ωπ)

exp pα1−µ

(
m

∑
j=1

β j pα j

)k−1

d p+

+
β1

2πi

∫
γ(r,ωπ)

exp pα1−µ

(
m
∑
j=1

β j pα j

)n

(−λ )n

(
m
∑
j=1

β j pα j +λ

)d p. (3)

Обозначим далее последнее слагаемое формулы (3) через In(λ ) и оценим его при
больших значениях λ > 0. Учитывая, что α1 > α j, α j ∈]1,2[ и β1 > 0 заметим, что для

достаточно малого r значение величины q =−
m
∑
j=1

β j pα j , где p ∈ γ(r,ωπ), лежит левее

контура γ(1,π(1−α1ω)), поэтому∣∣∣∣∣ m

∑
j=1

β j pα j +λ |=

∣∣∣∣∣λ −q

∣∣∣∣∣≥ λ sinπ(1−α1ω).

Таким образом справедлива оценка

∣∣∣In(λ )
∣∣∣≤ β1

∣∣∣λ ∣∣∣−1−n

2π

∫
γ(r,ωπ)

∣∣∣exp
∣∣∣∣∣∣pα1−µ

∣∣∣∣∣∣∣∣ m

∑
j=1

β j pα j

∣∣∣∣∣
n∣∣∣d p

∣∣∣,
9
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где интеграл справа сходится, то есть∣∣∣∣∣∣∣Gµ
m(x,λ )+

n

∑
k=1

β1

2πi(−λ )k

∫
γ(r,ωπ)

exp pα1−µ

(
m

∑
j=1

β j pα j

)k−1
∣∣∣∣∣∣∣≤

≤
β1

∣∣∣λ ∣∣∣−1−n

2π

∫
γ(r,ωπ)

∣∣∣exp
∣∣∣∣∣∣pα1−µ

∣∣∣∣∣∣∣∣ m

∑
j=1

β j pα j

∣∣∣∣∣
n∣∣∣d p

∣∣∣ (4)

Используя обобщенную формулу бинома Ньютона [18, с. 297]

(a1 +a2 + ...+ak)
n = ∑

n1+n2+...+nk=n

n!
n1!n2!...nk!

an1
1 an2

2 ...ank
k

распишем сумму
n

∑
k=1

β1

(−λ )k

(
m

∑
j=1

β j pα j

)k−1

=

=
n−1

∑
l=0

β1

(−λ )l+1

(
∑

l1+l2+...+lm=l

l!
l1!l2!...lm!

(β1 pα1)l1 (β2 pα2)l2 ...(βm pαm)lm

)
.

Тогда получаем из равенства (4)∣∣∣∣∣Gµ
m(x,λ)+

n−1

∑
l=0

β1

2πi(−λ)l+1

∫
γ(r,ωπ)

exp pα1−µ

(
∑

l1+l2+...+lm=l

l!
l1!l2!...lm!

(β1 pα1)l1 ...(βm pαm)lm

)∣∣∣∣∣≤

≤
β1

∣∣∣λ ∣∣∣−1−n

2π

∫
γ(r,ωπ)

∣∣∣exp
∣∣∣∣∣∣pα1−µ

∣∣∣∣∣∣∣∣ m

∑
j=1

β j pα j

∣∣∣∣∣
n∣∣∣d p

∣∣∣.
Согласно интегральному представлению Ханкеля [6, с. 127]

1
Γ(z)

=
1

2πi

∫
γ(r,ωπ)

ep p−zd p

имеем

∑
l1+...+lm=l

l!
l1!...lm!

1
2πi

∫
γ(r,ωπ)

exp pα1−µ
m

∏
j=1

β j
l j p

m
∑

j=1
α jl j

=

= ∑
l1+...+lm=l

l!
l1!...lm!

m

∏
j=1

β j
l j x

µ−α1−
m
∑

j=1
α jl j−1

Γ

(
µ−α1−

m
∑
j=1

α jl j

) .

Далее введем обозначение

Ql = ∑
l1+l2+...+lm=l

l!
l1!l2!...lm!

m

∏
j=1

β j
l j x

µ−α1−
m
∑

j=1
α jl j−1

Γ

(
µ−α1−

m
∑
j=1

α jl j

) .
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В силу оценки (4) и введенного обозначения, запишем асимптотическую формулу в
следующем виде

Gµ
m(x,λ ) =−β1

n−1

∑
l=0

Ql

(−λ )l+1 +O

 1∣∣∣λ ∣∣∣n+1

 , 0 < x < 1. (5)

Полученный результат запишем в виде теоремы
Теорема. При λ > 0 справедлива асимптотическая формула (5).
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