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Введение

В работе исследуется единственность решения краевой задачи Дирихле для урав-
нения Лаврентьева-Бицадзе в области, содержащей две параллельные линии изме-
нения типа.

Среди работ, посвященных краевым задачам для уравнения смешанного типа с
двумя параллельными линиями вырождения, отметим работы [1]-[4].

Принцип экстремума и единственность решения задачи Дирихле для

уравнения Лаврентьева-Бицадзе

Рассмотрим дифференциальное уравнение в частных производных второго поряд-
ка с двумя независимыми переменными x, y:

sign(y2− ym) · ∂
2u

∂x2 +
∂ 2u
∂y2 = 0, (1)

где m–натуральное нечетное число.

Уравнение (1) является уравнением гиперболического типа в
полосе 0 < y < m, эллиптического типа вне этой полосы и пара-
болически вырождается на параллельных линиях y = 0, y = m,
где коэффициент k(y) = sign(y2− ym) при старших производных
претерпевает разрыв первого рода.

Пусть Ω – смешанная область (см. рис. при m = 3), гипер-
болическая часть которой совпадает с прямоугольной областью
Ω−= {(x,y) : 0< x< 1, 0< y<m}, а эллиптическая представляет
собой объединение двух односвязных областей Ω

+
0 и Ω

+
1 , рас-

положенных в полуплоскости y < 0 и y > m соответственно: Ω
+
0

ограничена кривой σ0 с концами в точках A0 = (0,0) , B0 = (1,0)
и отрезком A0B0 прямой y = 0; Ω

+
1 ограничена кривой σ1 с кон-

цами в точках Am = (0,m), Bm = (1,m) и отрезком AmBm прямой
y = m.

Цель данной работы состоит в исследовании единственности решения следу-
ющей задачи.

Задача D. Найти непрерывную в замкнутой области Ω функцию u = u(x,y),
обладающую следующими свойствами:

1) u(x,y)–регулярное в областях Ω
+
0 ,Ω

+
1 и в области Ω− всюду за исключением,

быть может, характеристик AiBi+1 : y− x = i, BiAi+1 : y + x = i + 1, где i = 0,m−1,
решение уравнения (1);

2) u(x,y) удовлетворяет условиям сопряжения

lim
y→+0

uy(x,y) = lim
y→−0

uy(x,y), 0 < x < 1,

lim
y→m+0

uy (x,y) = lim
y→m−0

uy (x,y) , 0 < x < 1,

и краевым условиям
u|σ0 = ϕ0(x,y), (2)
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u|σ1 = ϕ1(x,y), (3)

u|A0Am = ψ0(y), 0≤ y≤ m, (4)

u|B0Bm = ψ1(y), 0≤ y≤ m, (5)

где ϕ0(x,y), ϕ1(x,y), ψ0(x), ψ1(x) – заданные достаточно гладкие функции.
Задача Дирихле, рассматриваемая в работе для уравнения (1), представляет ин-

терес в связи с тем, что является, по-видимому, наиболее общей для уравнения
типа Лаврентьева-Бицадзе с двумя параллельными линиями изменения типа, в ко-
торой возможно прямое использование фундаментальных свойств эллиптических и
гиперболических функций (принцип А.В. Бицадзе [5], принцип Зарембы для гар-
монических функций [6], теорема о среднем значении для одномерного волнового
уравнения [7]) которое приводит к доказательству единственности решения задачи.

Для уравнения (1) в области Ω справедлив принцип экстремума, который сфор-
мулируем в виде следующей теоремы.

Теорема. Пусть u(x,y)–решение задачи D при ψ0(y) = ψ1(y) = 0 для всех y ∈
[0,m]. Тогда положительный максимум (отрицательный минимум) функции u(x,y)
на компакте Ω

+
= Ω

+
0 ∪Ω

+
1 достигается на σ0∪σ1.

Доказательство теоремы проведем при дополнительном предположении, что функ-
ция uy(x,y) является непрерывной в замкнутой области Ω

−
всюду, за исключением,

быть может, точек A0,B0,A1,B1, ...,Am,Bm, где она может обращаться в бесконечность
интегрируемого порядка.

Поскольку ψ0(y) и ψ1(y) равны нулю на сегменте [0,m], то из (4) и (5) имеем:

u(0,y) = 0, u(1,y) = 0, 0≤ y≤ m. (6)

В области Ω− функция u(x,y) является решением волнового уравнения

uxx−uyy = 0. (7)

Воспользуемся теоремой о среднем значении для уравнения (7), которая формули-
руется следующим образом. Пусть z1 = (x1,y1),z3 = (x3,y3) и z2 = (x2,y2),z4 = (x4,y4)–
противоположные вершины произвольным образом фиксированного характери-
стического четырехугольника z1z2z3z4 принадлежащего замкнутой области Ω−.
Тогда ([7, c.165]) для любого решения u(z)≡ u(x,y) уравнения (7) справедливо ра-
венство

u(z1)+u(z3) = u(z2)+u(z4).

Условие (6) и теорема о среднем значении для уравнения (7) позволяют записать
(см. характеристические четырехугольники на рис.):

u(x,0)+u(1− x,1) = 0,
u(1− x,1)+u(x,2) = 0,
u(x,2)+u(1− x,3) = 0,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

u(x,m−1)+u(1− x,m) = 0.

(8)
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Из системы (8) следует

τ0(x)+ τ1(1− x) = 0, 0 < x < 1, (9)

где τ0(x) = u(x,0), τ1(x) = u(x,m).
Поскольку u(x,y)–решение волнового уравнения (7), то u(x,y) = f (x−y)+g(x+y).

Отсюда следует, что uy(x,y) =− f ′(x− y)+g′(x+ y) является решением уравнения (7)
и для uy(x,y) применима теорема о среднем. Выписав систему аналогичную системе
(8), получим из нее

uy(x,0)+uy(1− x,m) = 0,

т.е.
ν0(x)+ν1(1− x) = 0, 0 < x < 1, (10)

где ν0(x) = uy(x,0), ν1(x) = uy(x,m).
Допустим, что положительный максимум функции u(x,y) на компакте Ω+ до-

стигается в точке ζ = (ξ ,η). Функция u(x,y) в областях Ω
+
0 и Ω

+
1 удовлетворяет

уравнению Лапласса

uxx +uyy = 0. (11)

Поэтому в силу принципа экстремума для гармонических функций точка ζ не
принадлежит Ω

+
0 и Ω

+
1 . Допустим, что ζ = ζ0 = (ξ ,0),0 < x < 1. Тогда согласно прин-

ципу Зарембы [6] для уравнения (11) в точке положительного максимума

ν0(ξ )> 0. (12)

В силу (9) и (10) точка (ξ1,m), где ξ1 = 1−ξ , представляет собой точку отрица-
тельного минимума функции u(x,y) на компакте Ω1

+, и в этой точке τ1(ξ ) =−τ0(ξ )<
0. Согласно принципу Зарембы

ν1(ξ ) =−ν0(ξ )> 0. (13)

Неравенство (13) противоречит неравенству (12). Это противоречие результат не-
верного предположения. Следовательно, ζ 6= (ξ ,0). Очевидно, что ζ 6= (ξ ,1). Ана-
логично решается вопрос и в случае отрицательного минимума. Таким образом,
доказано, что экстремум, достигаемый по теореме Вейерштрасса функцией u(x,y) на
компакте Ω+, реализуется в точках, лежащих на σ0∪σ1.

Из теоремы (принципа экстремума) для однородной краевой задачи следует три-
виальность решения, т.е. единственность решения задачи Дирихле (2)–(5) для урав-
нения (1) в области Ω.

Существование решения задачи доказывается методом редукции к сингулярному
интегральному уравнению [5].

Случай когда область Ω− представляет собой квадрат Ω− ={(x,y) : 0< x<1,0 <
y < 1} был рассмотрен в работе [8].
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