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Введение

Краевым и начальным задачам для нагруженных дифференциальных уравнений
с оператором Барретта посвящены работы [1]–[7].

В данной работе исследуется однозначная разрешимость краевой задачи для на-
груженного дифференциального уравнения с оператором Барретта в главной части.

Постановка задачи

Рассмотрим следующее нагруженное дифференциальное уравнение порядка α:

Dα
0t u(x, η)−λu(x, t) =

k

∑
j=1

a j (x, η)u
(
x, t j
)
+υ(x, t), (1)

где Dα
0t - оператор дробного дифференцирования порядка α ∈]m−1,m], m = 1,2, ... [8,

с.28], λ =const, a j(x, t), υ (x, t)− заданные непрерывные в области Ω = {(x, t) : 0 <
x < r, 0 < t < T} функции независимых переменных x и t; t = t j− это фиксированные
точки из отрезка [0,T ].

Задача 1. Найти решение u = u(x, t) уравнения (1) из пространства L(Ω),
непрерывное всюду в замыкании Ω, за исключением, быть может, отрезка Ir =
{(x,0) : 0 ≤ x ≤ r}, удовлетворяющее следующим условиям:

lim
t→0

Dα−i
0t u(x,η) = νi (x) ,

lim
t→T

Dα−m
0t u(x,η) = µ(x), 0≤ x≤ r,

i = 1,m−1; m−1 < α ≤ m; m = 2,3, ...

где νi (x) ,µ(x) ∈C[0,r].

Исследование задачи 1

Цель данной работы состоит в исследовании однозначной разрешимости краевой
задачи 1.

Докажем следующую теорему.
Теорема. Пусть υ(x, t)∈C(Ω \ Ir)∩L(Ω) и выполняется условие E1/α (λT α ; 1) 6= 0,

где E1/α(z; µ) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk+µ)− функция типа Миттаг-Леффлера [8, c. 12]. Тогда лю-

бое решение задачи 1 является решением нагруженного функционального урав-
нения

u(x, t) =U (ν , µ, υ , λ ;x, t)+
k

∑
j=1

A j (x, t)u
(
x, t j
)
, (2)

где

U (ν , µ, υ , λ ;x, t) =
m−1

∑
i=1

νi(x)

[
tα−iE1/α(λ tα ;α− i+1)−

−
tα−mE1/α(λ tα ;α−m+1)T m−iE1/α [λ (T −η)α ;m− i+1]

E1/α(λT α ;1)

]
+
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+
µ(x)tα−mE1/α(λ tα ;α−m+1)

E1/α(λT α ;1)
+Γ(α)D−α

0t E1/α

[
λ (t−η)α ;α

]
υ(x,η)−

−
Γ(α)tα−mE1/α(λ tα ;α−m+1)D−m

0T E1/α [λ (T −η)α ;α]υ(x,η)

E1/α(λT α ;1)
,

A j (x, t) = Γ(α)D−α

0t E1/α

[
λ (t−η)α ;α

]
a j (x,η)−

−
Γ(α)tα−mE1/α(λ tα ;α−m+1)D−m

0T E1/α [λ (T −η)α ;α]a j(x,η)

E1/α(λT α ;1)
.

Доказательство. Из [2, с. 100] известно, что единственное решение задачи Коши
в нелокальной постановке

lim
t→0

Dα−i
0t u(x, t) = νi (x) ,

i = 1,m; m−1 < α ≤ m; m = 1,2, ...

для уравнения

Dα
0t u(x, η)−λu(x, t) = υ(x, t)

задается формулой

u(x, t) =
m

∑
i=1

νi (x) tα−iE1/α (λ tα ; α− i+1)+Γ(α)D−α

0t E1/α [λ (t−η)α ; α]υ(x, η). (3)

Для уравнения (1) представление (3) запишется в следующем виде:

u(x, t) =
m−1

∑
i=1

νi(x)tα−iE1/α(λ tα ;α− i+1)+νm(x)tα−m×

×E1/α(λ tα ;α−m+1)+Γ(α)D−α

0t E1/α [λ (t−η)α ;α]
[ k

∑
j=1

a j (x, η)u
(
x, t j
)
+υ(x,η)

]
. (4)

Удовлетворяя (4) второму условию задачи 1 будем иметь

lim
t→T

Dα−m
0t u(x,η) =

m−1

∑
i=1

νi(x)T m−iE1/α(λT α ;m− i+1)+

+νm(x)E1/α(λT α ;1)+Γ(α)D−m
0T E1/α [λ (T −η)α ;α]

[ k

∑
j=1

a j (x, η)u
(
x, t j
)
+υ(x,η)

]
= µ(x),

откуда

νm(x) =
1

E1/α(λT α ;1)

[
µ(x)−

m−1

∑
i=1

νi(x)T m−iE1/α(λT α ;m− i+1)−
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−Γ(α)D−m
0T E1/α [λ (T −η)α ;α]

[ k

∑
j=1

a j (x, η)u
(
x, t j
)
+υ(x,η)

]]
.

Подставляя полученное выражение для νm(x) в представление (4) будем иметь:

u(x, t) =
m−1

∑
i=1

νi(x)

[
tα−iE1/α(λ tα ;α− i+1)−

−
tα−mE1/α(λ tα ;α−m+1)T m−iE1/α [λ (T −η)α ;m− i+1]

E1/α(λT α ;1)

]
+

+
µ(x)tα−mE1/α(λ tα ;α−m+1)

E1/α(λT α ;1)
+Γ(α)D−α

0t E1/α

[
λ (t−η)α ;α

]
a j (x,η)−

−
Γ(α)tα−mE1/α(λ tα ;α−m+1)D−m

0T E1/α [λ (T −η)α ;α]a j(x,η)

E1/α(λT α ;1)
+

+Γ(α)D−α

0t E1/α

[
λ (t−η)α ;α

]
υ(x,η)−

−
Γ(α)tα−mE1/α(λ tα ;α−m+1)D−m

0T E1/α [λ (T −η)α ;α]υ(x,η)

E1/α(λT α ;1)
. (5)

С учетом обозначений, введенных выше при формулировке теоремы 1, выражение
(5) можно переписать в виде

u(x, t) =U (ν , µ, υ , λ ;x, t)+
k

∑
j=1

A j(x, t)u(x, t j). (6)

Найдем искомые функции u(x, t j), j = 1,k, входящие в формулу (6). Для этого
перепишем уравнение (6) при t = t1, t = t2, ..., t = tk. В результате относительно
искомых функций u(x, t j), j = 1,k придем к следующей системе линейных алгебра-
ических уравнений[

1−Ai (x, ti)
]

u(x, ti)−
k

∑
j=1

(
1−δi j

)
A j (x, ti)u

(
x, t j
)
=U (ν , µ, υ , λ ;x, ti) , i = 1,2, ...,k,

которая имеет единственное решение тогда и только тогда, когда ее определитель
отличен от нуля для любого x ∈ [0,r].

В частном случае, когда k = 1 представление (6) примет вид

u(x, t) =U(ν , µ, υ , λ ;x, t)+A(x, t)u(x, t1). (7)

Положив в равенстве (5) t = t1, находим

u(x, t1) =
U(ν , µ, υ , λ ;x, t1)

1−A(x, t1)
,

при условии, что A(x, t1) 6= 1.
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Таким образом, если коэффициенты α, λ , a(x, t) задачи 1 таковы, что выполнено
условие

A(x, t1) = Γ(α)D−α

0t1 E1/α

[
λ (t1−η)α ;α

]
a(x,η)−

−
Γ(α)tα−m

1 E1/α(λ tα
1 ;α−m+1)D−m

0T E1/α [λ (T −η)α ;α]a(x,η)

E1/α(λT α ;1)
6= 1,

то при k = 1 существует единственное решение задачи 1, которое можно записать в
следующем виде:

u(x, t) =U(ν , µ, υ , λ ;x, t)+A(x, t)
U(ν , µ, υ , λ ;x, t1)

1−A(x, t1)
.
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