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Введение

В классической задаче Штейнера [1,2] заданные на плоскости n точек следует
соединить друг с другом отрезками прямых линий так, чтобы сумма длин отрезков
была наименьшей. Концевыми точками отрезков не обязательно являются заданные
точки. Известно, что количество таких дополнительных точек (точки Штейнера) во-
обще говоря, равно (n−2). При этом каждая из точек Штейнера имеет степень рав-
ную трем. Именно с этими связана сложность задачи-количество возможных струк-
тур соединений растет по экспоненте. Задача Штейнера открыла новое направление
в теории оптимизации – структурную оптимизацию и к настоящему времени не ре-
шена [2]. Интерес к задаче Штейнера в настоящее время связан не только с самой
математической проблемой, а и с большой актуальностью задачи для пространствен-
ной экономики и, в первую очередь, с проектированием оптимальных сетей по пе-
реносу вещества и энергии. В этом случае следует минимизировать уже не длину,
а общую стоимость коммуникаций, связывающих пункты потребления сетевого про-
дукта с его источниками. Эту более общую задачу будем называть сетевой задачей
Штейнера (СЗШ). В данной работе представлен метод построения сети Штейнера
2-го ранга оптимальности. Эту более общую задачу будем называть сетевой задачей
Штейнера (СЗШ).

Сетевая задача Штейнера с учетом энергетических затрат.

1. Постановка сетевой задачи Штейнера с учетом энергетических затрат.
На плоскости задан полный ориентированный геометрический граф Γ(B,D) n вер-

шин которого (xi,yi), i= 1, ...,n фиксированы и (n−2) вершин (xi,yi), i= n+1, ...,2n−2
не фиксированы. Требуется определить координаты не фиксированных вершин и так
приписать каждой дуге (i, j) графа поток vi j, что:

C = ∑
i j∈D

fi j(vi j)
√

(xi− x j)2 +(yi− y j)2 −→ min, (1)

∑

i j∈Γ
+
j

vi j− ∑

jk∈Γ
−
j

v jk = q j,∀ j ∈ B, (2)

∑
j∈Γ1

v1 j = ∑
i∈Bф

gi, (3)

vi j ≥ 0,∀(i, j) ∈ D, (4)
xi = ai, yi = bi, ∀i ∈ Bф, (5)

где B = Bф∪Bш, Bф–множество фиксированных вершин, Bш–множество точек Штей-
нера, |Bф|= n, |Bш|= m≤ n−2, fi j(vi j)– вогнутая непрерывно возрастающая функция,
fi j(0) = 0. Целевая функция (1) отражает общую стоимость коммуникаций сети,
уравнение (2) есть уравнение неразрывности потока в сети, уравнение (3) - соотно-
шение между источником и стоками.

Поскольку точки Штейнера лежат на выпуклой оболочке фиксированных на плос-
кости n точек, а (2)-(5) – транспортный многогранник, множество допустимых реше-
ний задачи ограничено и замкнуто. Поскольку целевая функция вогнута по vi, j, i j ∈D
на транспортном многограннике (2)-(5), то локальный и глобальный экстремумы до-
стигаются в его угловых точках, которым соответствуют, как известно, основные
деревья графа Γ(B,D). Поскольку же возможных остовных деревьев графа Γ(B,D),
построенных на n фиксированных точках и (n−2) точках Штейнера, конечное число,
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и на каждом из них целевая функция непрерывна, то задача (1)-(5) имеет оптималь-
ное решение, но, возможно, не единственное.

Функционирование сетей по переносу сетевого продукта (вода, газ, нефть) зави-
сит не только от величин потоков vi j, i j ∈ D по ветвям сети, но и потерь потенци-
ала hi j,vi j ∈ D по ветвям. Затраты на создание и функционирование сети при этом
складываются из стоимости коммуникаций (например, трубопроводов) сети и энер-
гетических затрат на прокачку сетевого продукта по коммуникациям от источника
к потребителям - в нашем случае к фиксированным (терминальным) n точкам. По-
этому целевой функционал, более полно оценивающий затраты, имеет вид

З = ∑
i j∈D

ϕi j(vi j,hi j,)
√
(xi− x j)2 +(yi− y j)2 (6).

Как известно [3], затраты на коммуникацию могут быть рассчитаны по формуле
Зi j = (kvα

i jh
β

i j + vi jhi j)li j, где 0 < α < 1,β < 0, li j – длина коммуникации. Первое сла-
гаемое характеризует стоимость коммуникации, второе - энергетические затраты на
транспорт сетевого продукта по коммуникации. В таком случае вместо (1) получим

З = ∑
i j∈D

(kα
i jh

β

i j + vi jhi j)
√
(xi− x j)2 +(yi− y j)2→ min.

В работе [4] показано что этот функционал приводится к виду

З = ∑
i j∈D

vi j
β−α

β−1

√
(xi− x j)2 +(yi− y j)2)→ min (7),

т.е. получена формула перехода от ϕi j(vi j,hi j) к fi j(vi j) = v
β−α

β−1
i j . Таким образом, задача

(7), (2)–(5) и есть сетевая задача Штейнера с учетом энергетических затрат.

P-оптимальное решение СШЗ с учетом энергетических затрат

Поскольку 0 < β−α

β−1 < 1, то задача (7), (2)–(5) является задачей минимизации
строго вогнутой функции при линейных ограничениях и, значит, для нее остаются
справедливыми свойства решений СЗШ. Поэтому в основе представляемого метода
решения задачи лежит метод решения СЗШ [5,6]. Конкретизация целевого функци-
онала задачи к виду (7) скажется лишь на решении элементарной (3-х точечной)
сетевой задачи Штейнера.

Назовем сеть Штейнера P-оптимальной, если для любого ее фиксированного уз-
ла, подграф сети, включающий вершины P-достижимые из узла (без учета направле-
ния дуг), является оптимальным. Оптимизация каждой подсети приводит при этом
к оптимизации всей сети за счет того, что подсети пересекаются.

Решение СЗШ с учетом энергетических затрат будет при этом состоять из сле-
дующих этапов:

1. В связи с экспоненциальным ростом структур Штейнера, при поиске P-оптимального
решения следует стартовать с решения достаточно близкого по значению целевого
функционала к оптимуму в задаче (7), (2) - (5). В качестве такового берется опти-
мальное решение сетевой задачи построения терминальной сети т.е. сети без точек
Штейнера [7].
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2. Преобразование полученного терминального сетевого остовного дерева в сеть
Штейнера на основе развертывания узлов терминальной сети в альтернативные узло-
вые структуры Штейнера с оптимизацией координат точек Штейнера и выделением
из альтернативных структур наилучшей.

3.Оптимизация координат точек Штейнера на полученном остовном дереве Штей-
нера.

4. Глобальное решение сетевых задач Штейнера на его компактных подграфах
(фрагментах) определенной размерности.

Преобразование терминального остовного дерева в сеть Штейнера осуществля-
ется путем развертывания его узлов в структуры Штейнера. Каждый такой узел
содержит вершину из которой поступает поток в узел (исток) и вершин в которые
доставляется поток из узла (стоки). В сетевых системах могут быть узлы с одним,
двумя и тремя выходными потоками. Для узла содержащего наибольшее количество
вершин (входная, узловая, три выходные вершины) имеем 8 альтернативных узловых
структур Штейнера [6] (см. рис. 1, где 6,7,8 – точки Штейнера).

Рис. 1. Альтернативные узловые структуры Штейнера

Рассмотрим более детально п.4.
Целью этого этапа оптимизации является построение такой сети Штейнера, лю-

бая подсеть определенной размерности которой, оптимальна. Задача решается мето-
дом динамической декомпозиции.

Пусть i– текущая вершина сети Штейнера в процессе оптимизации структуры
сети. Обозначим:

– Pi – подсеть сети Штейнера стягивающая множество MP
i вершин не более чем

P – достижимых из i (без учета направления дуг);

– MP−1
i ,MP

i ,M
P+1
i – соответственно множество вершин не более чем (P− 1) –

достижимых, P – достижимых, (P+ 1) – достижимых из i-ой вершины, которые
будем называть для краткости внутренними вершинами, внутренним контуром и
внешним контуром Pi - ой подсети.

Схема алгоритма динамической декомпозиции такова:
1. Выделяется текущая вершина i сети Штейнера.

2. Определяются Pi,MP−1
i ,MP

i ,M
P
i ,M

P+1
i .

3. Устраняются все дуги между вершинами из MP
i Pi–ой подсети.
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4. Устраняются внутренние точки Штейнера Pi-ой подсети и формируется множе-
ство MФP−1

i фиксированных внутренних вершин.
5. Определяется количество внутренних точек Штейнера mi = |MP

i |−2 в форми-
руемой подсети.

6. Формируется (генерируется) очередная подсеть Штейнера стягивающая точки
множества MФP−1

i ∪MP
i .

7. Решается задача оптимизации координат точек Штейнера сформированной под-
сети и определяется общая стоимость ее коммуникаций. При этом варьируются коор-
динаты не только внутренних точек Штейнера, но и точек Штейнера расположенных
на внутреннем контуре сети.

Таким образом, для наилучшего согласования оптимизации подсети со всей осталь-
ной сетью, внутренний контур подвижен для его точек Штейнера, а внешний контур
фиксирован.

Пункты 6 и 7 повторяются для всех генерируемых альтернативных подсетей
Штейнера текущей вершины i с отбором оптимальной по стоимости коммуникаций.

Далее переходим к оптимизации Pi+1–й подсети сети Штейнера.
Процесс оптимизации структуры сети завершается при построении такой сети

Штейнера, любая подсеть P–го ранга которой, оптимальна.
Достаточно просто реализуется 2–оптимальная сеть Штейнера, так как в этом

случае количество внутренних точек Штейнера в подсети не более трех. Таких струк-
тур Штейнера восемь. Их вид указан на рис.

Решение элементарной сетевой задачи Штейнера при учете

энергетических затрат

Оптимизация параметров на каждой из альтернативных структур каждого фраг-
мента формируемой сети Штейнера проводится на основе решения на каждой струк-
туре элементарных (3-х точечных) сетевых задач Штейнера (ЭСЗШ).

Рис. 2. Альтернативные узловые структуры Штейнера

Элементарная задача Штейнера [1] состоит в следующем: определить координаты
точки (x,y) на плоскости так, чтобы сумма расстояний от нее до заданных трех
точек (xi,yi), i = 1,2,3 была наименьшей. Точку (x,y) называют точкой Штейнера. То,
что точка Штейнера соединяется именно с тремя точками, принципиально - именно
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такую структуру должны иметь кратчайшие по длине сети соединяющие заданные на
плоскости n точек. Решение элементарной задачи Штейнера известно: отрезки трех
прямых, каждый из которых соединяет одну из заданных точек с точкой Штейнера,
образуют друг с другом углы в 1200.

Элементарная сетевая задача Штейнера отличается тем, что стоимость коммуни-
каций сети определяется не только их длиной, но и интенсивностью потока, припи-
санного им, то есть

ci = fi(vi)li, i = 1,2,3, где li,vi и fi(vi) – соответственно длина, поток и удельная
стоимость i–й коммуникации. Таким образом, имеем следующую задачу:

c =
3

∑
i=1

fi(vi)
√

(xi− x)2 +(yi− y)2 −→ min,

где (x,y)–искомые координаты точки Штейнера, fi(vi) = vρ

i ,ρ = β−α

β−1 . Как известно,
элементарная (3-х точечная) задача Штейнера с заданными весами ребер pi, p j, pk
имеет следующее решение [8]:

cosθi− j =
f 2
k (vk)− f 2

i (vi)− f 2
j (v j)

2 fi(vi) f j(v j)
, (8)

где θi− j–угол между i и j коммуникациями, сходящимися в точке (x,y). В случае
f (v) = 1 (как в элементарной задаче Штейнера) θi− j = 120◦. Именно вследствие этого
существующие методы декомпозиции решения классической задачи Штейнера (ми-
нимизация общей длинны сети) [2] неприменимы для решения СЗШ.

Разработана программа определения оптимальных координат точки Штейнера ме-
тодом Ньютона на языке С Sharp. Начальное положение точки Штейнера выбирается

равным x0 =
(x1 + x2 + x3)

3
,y0 =

(y1 + y2 + y3)

3
.

При решении задачи методом Ньютона вначале определяются косинусы углов
между смежными ветвями элементарной сети Штейнера по формуле (8) и далее
решается задача определения оптимальных координат точки Штейнера:

f1 = (x− x2)
2 +(y− y2)

2 +(x− x3)
2 +(y− y3)

2−
−2cosα23

√
(x− x2)2 +(y− y2)2

√
(x− x3)2 +(y− y3)2− l23 = 0

f2 = (x− x3)
2 +(y− y3)

2 +(x− x1)
2 +(y− y1)

2−
−2cosα13

√
(x− x3)2 +(y− y3)2

√
(x− x1)2 +(y− y1)2− l13 = 0,

где l23, l13–длины отрезков соединяющих фиксированные точки (x2,y2),(x3,y3), и
(x1,y1),(x3,y3). Приближения x j+1,y j+1 находим путем решения системы линейных
уравнений:  x j+1 = x j−

( ∂ f1
∂y [y j+1−y j]+ f j

1
∂ f1
∂y (x j,y j)

)
y j+1 = y j−

(
∂ f2
∂x [x

j+1− x j]+ f j
2

∂ f2
∂y (x

j,y j)
)
,

где ∂ f1(x j,y j)
∂x = 2(x j−x2)+2(x j−x3)−2cosα23

[
(x j−x2)

√
(x j−x3)2+(y j−y3)2√

(x j−x2)2+(y j−y2)2
+

(x j−x3)
√

(x j−x2)2+(y j−y2)2√
(x j−x3)2+(y j−y3)2

]
,

∂ f1(x j,y j)
∂y = 2(y j−y2)+2(y j−y3)−2cosα23

[
(y j−y2)

√
(x j−x3)2+(y j−y3)2√

(x j−x2)2+(y j−y2)2
+

(y j−y3)
√

(x j−x2)2+(y j−y2)2√
(x j−x3)2+(y j−y3)2

]
,
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Аналогичным образом определяются значения ∂ f2(x j,y j)
∂x и ∂ f2(x j,y j)

∂y . Решение зада-

чи прекращается при достижении заданной точности:
√
( f j

1 )
2 +( f j

2 )
2 ≤ 0,01. Ниже

представлены результаты вычислительного эксперимента на двух ЭСЗШ:

Проведенный вычислительный эксперимент показал эффективность применения
метода Ньютона в решении ЭСЗШ.

На основе представленного метода динамической декомпозиции разрабатывается
компьютерная система автоматизированного проектирования региональных распре-
делительных сетей 2-го ранга оптимальности.
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