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Введение

Интерес к задаче Штейнера в настоящее время связан не только с самой мате-
матической проблемой, а и с большой актуальностью задачи для пространственной
экономики и, в первую очередь, с проектированием оптимальных сетей по переносу
вещества и энергии.

Постановка сетевой задачи Штейнера

Формулировка задачи Штейнера состоит в следующем [1,2]. Заданные на плоско-
сти n точек общего положения следует соединить отрезками прямых линий так, что-
бы сумма длин отрезков была наименьшей. При этом концевыми точками отрезков
не обязательно являются заданные точки. Доказано, что число таких дополнитель-
ных точек (т.н. точек Штейнера), координаты которых неизвестны, не превосходит
(n−2). Задача Штейнера (ЗШ) открывает новое направление в теории оптимизации
- оптимизацию структур. В связи с экспоненциальным ростом структур в сравнении
с n, перспектива решения таких задач связана с развитием вычислительной техники
и теорией алгоритмов. Возможные приложения решения задачи многочисленны, на-
пример, создание оптимальных коммуникационных сетей, теория генных структур
[1]. В [3,4] была представлена постановка сетевой задачей Штейнера (СЗШ). В этой
задаче, в отличии от ЗШ, следует минимизировать не суммарную длину коммуника-
ций, а их общую стоимость.

На плоскости задан полный ориентированный геометрический граф (B,D), n вер-
шин которого (xi,yi), i= 1, ...,n фиксированы, а (n−2) вершины (xi,yi), i= n+1, ...,2n−
2 не фиксированы. Следует так определить координаты не фиксированных вершин и
так приписать каждой дуге i, j ∈ D поток vi j, что


C = ∑

i, j∈D
fi j(vi j)

√
(xi− x j)2 +(yi− y j)2→ min, (1)

∑

i, j∈Γ
+
j

vi j− ∑

k∈Γ
−
j

v jk = q j,∀ j ∈ B; ∑
j∈Γ1

v1 j = ∑
j∈BΦ

q j, (2),(3)

vi j ≥ 0, ∀i, j ∈ D; xi = ai, yi = bi, ∀i ∈ BΦ, (4),(5)

где B = BΦ ∪ BШ, BΦ - множество фиксированных вершин, BШ- множество точек
Штейнера, BΦ = n, BШ = m ≤ n− 2, fi j(vi j) - вогнутая непрерывно возрастающая
функция, fi j(0) = 0; q j > 0, j ∈ BΦ и q j = 0, j ∈ BШ. Целевая функция (1) отража-
ет общую стоимость коммуникаций сети. В [3] было показано, что задача (1) - (5)
имеет оптимальное решение. Поскольку целевая функция вогнута по vi j, i, j ∈ D на
транспортном многограннике (2) - (5), то локальные и глобальный экстремумы до-
стигаются в его угловых точках, которым соответствуют, как известно, остовные
деревья графа Γ(B,D).

Математические модели проектирования трубопроводных сетей

Штейнера

Функционирование сетей по переносу сетевого продукта (вода, газ, нефть) за-
висит не только от величин потоков vi j, i, j ∈ D по ветвям сети, но и потерь по-
тенциала hi j, i, j ∈ D по ветвям. Затраты на создание и функционирование сети при
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этом складываются из стоимости коммуникаций (например, трубопроводов) сети и
энергетических затрат на прокачку сетевого продукта по коммуникациям от источ-
ника к потребителям - в нашем случае к фиксированным (терминальным) n точкам.
Поэтому целевой функционал, более полно оценивающий затраты, имеет вид

З = ∑
i, j∈D

ϕi j(vi j,hi j)
√
(xi− x j)2 +(yi− y j)2. (6)

Покажем, что этот функционал для используемых при реальном проектировании
методов оценки затрат сводится к функционалу (1). При этом получим и соответ-
ствующие формулы перехода от (6) к (1).

Как известно [5], затраты на коммуникацию могут быть рассчитаны по формуле
Зi j = (kvα

i jh
β

i j + vi jhi j)li j, где 0 < α < 1, β < 0, li j - длина коммуникации. Первое сла-
гаемое характеризует стоимость коммуникации, второе - энергетические затраты на
транспорт сетевого продукта по коммуникации. В таком случае вместо (1) получим

З = ∑
i, j∈D

(kvα
i jh

β

i j + vi jhi j)
√
(xi− x j)2 +(yi− y j)2→ min. (7)

Рассмотрим любое распределение потоков в задаче (7), (2) - (5).
Поскольку целевая функция выпукла и непрерывна по hi j, то на оптимальном

решении получим ∂З
∂hi j

= (kβvα
i jh

β−1
i j + vi j)

√
(xi− x j)2 +(yi− y j)2 = 0, i, j ∈ D, то есть

hβ−1
i j =

v1−α

i j
−kβ

, hi j = (−kβ )
1

1−β v
1−α

β−1
i j .

Отсюда получим: З = ∑
i, j∈D

(−kβ )
1

1−β (β−1
β

)v
β−α

β−1
i j

√
(xi− x j)2 +(yi− y j)2.

Поскольку (−kβ )
1

1−β (β−1
β

)−−const, то целевая функция примет вид:

∑
i, j∈D

v
β−α

β−1
i j

√
(xi− x j)2 +(yi− y j)2→ min.

Итак, получена формула перехода от ϕi j(vi j,hi j) к fi j(vi j): fi j(vi j) = v
β−α

β−1
i j .

Рассмотрим теперь задачу проектирования сети Штейнера на заданном сортамен-
те труб.

Пусть d1,d2, ...,dp и C1,C2, ...,Cp - соответственно диаметры и цены труб. Рас-
смотрим любое удовлетворяющее ограничениям (2) - (5) распределение потоков по
Γ(B,D) и любую i j-ю ветвь на которой vi j > 0. Определим значение удельных по-
терь потенциала при движении потока vi j по трубе диаметром dk i, j - ветви сети по

формулам гидравлики (Дарси - Вайсбаха): hk
i j = λ

v2
i j

d5,25
k

, k = 1, ..., p.

С учетом того, что в самом общем случае любая ветвь сети может быть сконстру-
ирована с участием труб всех диаметров, т.е. является их линейной комбинацией,
получим: Ci j = ∑

p
k=1 αk

i jCk, hi j = ∑
p
k=1 αk

i jh
k
i j, ∑

p
k=1 αk

i j = 1, αk
i j ≥ 0, k = 1, ..., p, i, j ∈ D.

Тогда на любом распределении потоков имеем задачу:

З = ∑
i, j∈D′

p

∑
k=1

α
k
i j(Ck + vi jhk

i j)
√
(xi− x j)2 +(yi− y j)2→ min,
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p

∑
k=1

α
k
i j = 1, α

k
i j ≥ 0, k = 1, ..., p, i, j ∈ D′,

где D′-дуги графа по которым поток отличен от нуля.
Поскольку на любом фиксированном распределении потоков по графу сети иско-

мые значения αk
i j, k = 1, ..., p не зависят от значений корня и значений переменных

по иным ветвям, то их значения определяются из решения задачи линейного про-
граммирования для каждой ветви i j:

p

∑
k=1

α
k
i j(Ck + vi jhk

i j)→ min,
p

∑
k=1

α
k
i j = 1, α

k
i j ≥ 0, k = 1, ..., p.

В силу базисности оптимального решения только одна из переменных α1
i j, ...,α

p
i j,

i, j ∈D′ отлична от нуля и значит равна 1. Эта та из переменных, на которой целевая
функция принимает наименьшее значение, т.е. fi j(vi j) = min1≤k≤p{Ck + vi jhk

i j}. Таким
образом, задача на любом фиксированном потоке сведена к виду (1) - (6). Имея набор
труб на котором проводится конструирование сети можно построить функцию f (v)
явно ? это точная нижняя грань набора функций C1 +

v3

D5,25
1

,C2 +
v3

D5,25
2

, ...,Cp +
v3

D5,25
p

, то

есть: f (v) = min{C1 +
q3

D5,25
1

,C2 +
q3

D5,25
2

, ...,Cp +
q3

D5,25
p
}, 0≤ v≤ vmax.

Главное в этом представлении - пределы величин потоков в которых каждая из
заданного набора труб является оптимальной для конструирования коммуникаций
(см. рис.).

Рисунок. Функция затрат
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