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Введение

Уравнение Аллера
uy = (aux +buxy)x, (1)

является уравнением гиперболического типа, хотя его принято называть уравнением
псевдопараболического типа. Уравнение Аллера находит многочисленные примене-
ния при математическом моделировании различных физических и биологических
процессов [1, с. 261], [2]. Изучению псевдопараболических уравнений и уравнения
Аллера, в частности, посвящено много работ, например, [3] - [10].

Выражение Π(x,y) = aux + buxy, как правило, интерпретируется как поток про-
цесса, протекающего в одномерной среде 0 ≤ x ≤ l во все моменты времени y от
начального y = 0 до расчетного y = T . Если известен поток Π(0,y) = f (y) в точке
x = 0 для любого момента времени y ∈ [0,T ], то уравнение (1) переписывается в виде
[11], [1, с. 262], [12, с. 59]:

buxy +aux =
∂

∂y

x∫
0

u(ξ ,y)dξ + f (y). (2)

Одним из эффективных методов приближенного решения краевых задач для диф-
ференциальных уравнений является предложенный А.М. Нахушевым в работе [13]
метод редукции к нагруженным интегро-дифференциальным уравнениям [14]. В свя-
зи с этим вызывает интерес постановка и исследование краевых задач для нагружен-
ных интегро-дифференциальных уравнений.

Локальные и нелокальные краевые задачи для нагруженных уравнений пара-
болического типа с интегральным усреднением рассматривались в работах многих
авторов (см., например, [12], [15]-[18] и библиографию там).

Исследованию уравнений гиперболического типа вида (2) посвящено меньше ра-
бот. В [19] в области Q = {(x, t) : 0 < x < l,0 < t < T} для существенно нагруженного
уравнения

utt−uxx−b(x, t)
T∫

0

(T − t)uxx(x,τ)dτ = c(x, t)

доказано существование и единственность решения начально-краевой задачи, полу-
чены априорные оценки для решения.

В работе [11] в области Ω= {z|0< x< l,0< y<T} для уравнения, частным случаем
которого является уравнение (2),

Lu = a(z)
∂

∂x

y∫
0

α(z,η)u(x,η)dη +b(z)
∂

∂y

x∫
0

β (z,ξ )u(ξ ,y)dξ + f (z),

где Lu = uxy +A(z)ux +B(z)uy +C(z)u, доказаны существование и единственность ре-
шения задачи Гурса и нелокальной краевой задачи. Там же показано, что линеа-
ризованное уравнение Аллера можно переписать в виде (2), доказана однозначная
разрешимость задачи Гурса для нагруженного гиперболического уравнения с харак-
теристическим вырождением порядка при x = 0:

x(uxy +λux) = µ
∂

∂y

x∫
0

ξ u(ξ ,y)dξ .
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В работе [20] получены условия однозначной разрешимости задачи Гурса для
нагруженного гиперболического уравнения

∂ 2u
∂x∂y

+
β ′

y− x
∂u
∂x
− β

y− x
∂u
∂y

=−(y− x)µB1u(x,y),

в области Ω = {z : 0 < x < y < l = const}, где β ,β ′,µ = const, β +β ′ < 1, β < 1, β ′ < 1,
µ >−2 = const,

B1u(x,y) = a(z)
∂

∂x

l∫
y

α(z,η)u(x,η)dη +b(z)
∂

∂y

x∫
0

γ(z,ξ )u(ξ ,y)dξ +

x∫
0

dξ

l∫
y

c(z,ζ )u(ζ )dη .

В [12, с. 34] для модельного нагруженного уравнения гиперболического типа

uxy = λ

[ x∫
0

u(ξ ,x0)dξ +

y∫
0

u(x0,η)dη

]
выписан спектр однородной задачи Гурса. Для уравнения (2) при a = 0 выписано
решение задачи Гурса в явном виде [12, с. 65].

В работах [21], [22] рассмотрены математические модели нагруженного уравне-
ния смешанного гиперболо-параболического типа как с характеристическим, так и с
нехарактеристическим изменением типа, исследована смешанная краевая задача для
уравнения плоской волны в прямоугольной плоскости. Для предложенных в качестве
моделей уравнений смешанного тип были исследованы краевые задачи, выписаны ре-
шения задач в явном виде.

В данной работе в качестве математической модели уравнения Аллера в случае,
когда известен поток aux(0,y)+ buxy(0,y) = f (y), рассматривается уравнение (2), ко-
торое является нагруженным уравнением гиперболического типа. Для уравнения (2)
при b 6= 0 выписано решение задачи Гурса в явном виде.

Постановка задачи

Задача. Найти в области Ω = {(x,y) : 0 < x < l, 0 < y < T} решение u(x,y)
уравнения (2) из класса C(Ω̄)∩C2(Ω), удовлетворяющее условиям

u(x,0) = τ(x), 0≤ x≤ l, (3)

u(0,y) = ϕ0(y), 0≤ y≤ T, (4)

причем τ(0) = ϕ0(0).

Основной результат

Справедлива следующая
Теорема.
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Пусть b 6= 0, τ(x) ∈C[0, l]∩C2]0, l[, ϕ0(y) ∈C[0,T ]∩C2]0,T [. Тогда единственное
решение задачи (3)-(4) для уравнения (2) представимо в виде

u(x,y) = γ(x,y)+
x∫

0

γ(ξ ,y)wx(x−ξ ,0)dξ +

y∫
0

γ(x,η)wy(0,y−η)dη+

+

x∫
0

y∫
0

γ(ξ ,η)wxy(x−ξ ,y−η)dηdξ , (5)

где:

γ(x,y) = τ(x)− τ(0)+ϕ0(y)−
x∫

0

(x−ξ )τ(ξ )dξ −µ

y∫
0

ϕ0(η)dη + x

y∫
0

f (η)dη , (6)

w(x,y) =
∞∫

0

e−t
φ(2,1; tx2)φ(1,1; µty)dt, (7)

φ(p,q;z) =
∞

∑
k=0

zk

k!Γ(pk+q)
, p >−1 - функция Райта [23, c. 23], µ =−a

b
.

Доказательство теоремы

Обозначая через µ =−a
b
, h(x,y) =

∂

∂y

x∫
0

u(ξ ,y)dξ + f (y), из (2) получим

uxy−µux = h(x,y). (8)

Интегрируя уравнение (8) по переменной y от 0 до y, получаем:

ux(x,y)−ux(x,0)−µ

y∫
0

ux(x,η)dη =

y∫
0

h(x,η)dη , (9)

где

y∫
0

h(x,η)dη =

y∫
0

{
∂

∂η

x∫
0

u(ξ ,η)dξ + f (η)
}

dη =

x∫
0

{
u(ξ ,y)−u(ξ ,0)

}
dξ +

y∫
0

f (η)dη .

Интегрируя теперь равенство (9) по переменной x от 0 до x, находим

u(x,y)−u(0,y)−u(x,0)+u(0,0)−µ

y∫
0

u(x,η)dη +µ

x∫
0

u(0,η)dη =

=

x∫
0

(x−ξ )u(ξ ,y)dξ −
x∫

0

(x−ξ )u(ξ ,0)dξ + x

y∫
0

f (η)dη ,
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откуда, используя обозначение (6), получим уравнение

u(x,y)−
x∫

0

(x−ξ )u(ξ ,y)dξ −µ

y∫
0

u(x,η)dη = γ(x,y). (10)

Уравнение (10) является двумерным интегральным уравнением Абеля второго ро-
да и разрешимо единственным образом. Используя обозначение оператора дробного
интегродифференцирования Dα

0y [1, с. 28], перепишем уравнение (10) в виде

Lu = u−D−2
0x u−µD−1

0y u = γ. (11)

В общем случае уравнение (11) исследовано в [24].
Введем в рассмотрение функцию (7):

w(x,y) =
∞∫

0

e−t
φ(2,1; tx2)φ(1,1; µty)dt,

где

φ(2,1; tx2) =
∞

∑
k=0

(tx2)k

k!(2k)!
, φ(1,1; µty) =

∞

∑
k=0

(µty)k

k!k!
.

Учитывая, что
∂

∂ t
φ(p,q; t) = φ(p,q+ p; t), (12)

D−ε

0z zq−1
φ(p,q; tzp) = zq+ε−1

φ(p,q+ ε; tzp), q > 0,(
∂

∂ t
−D−2

0x

)
φ(2,1; tx2) = 0,

(
∂

∂ t
−µD−1

0y

)
φ(1,1; µty) = 0,

имеем
−D−2

0x φ(2,1; tx2) ·φ(1,1; µty)−µφ(2,1; tx2) ·D−1
0y φ(1,1; µty) =

=− ∂

∂ t

(
φ(2,1; tx2)φ(1,1; µty)

)
.

Отсюда получаем

Lw =

∞∫
0

e−t
[
φ(2,1; tx2)φ(1,1; µty)− ∂

∂ t

(
φ(2,1; tx2)φ(1,1; µty)

)]
dt =

−
∞∫

0

∂

∂ t

[
e−t

φ(2,1; tx2)φ(1,1; µty)
]
dt = 1.

Рассмотрим двумерную свертку Лапласа интегрируемых функций γ(x,y) и w(x,y)
[25]:

γ(x,y)∗w(x,y) =
x∫

0

y∫
0

γ(ξ ,η)w(x−ξ ,y−η)dηdξ .

Воспользовавшись свойствами свертки, имеем

γ ∗w = Lu∗w = u∗Lw = u∗1 =

x∫
0

y∫
0

u(ξ ,η)dηdξ ,
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откуда, после дифференцирования, получаем решение уравнения (11) в виде

u(x,y) =
∂ 2

∂x∂y

(
γ ∗w

)
=

∂ 2

∂x∂y

x∫
0

y∫
0

γ(ξ ,η)w(x−ξ ,y−η)dηdξ =

= γ(x,y)w(0,0)+
x∫

0

γ(ξ ,y)wx(x−ξ ,0)dξ +

y∫
0

γ(x,η)wy(0,y−η)dη+

+

x∫
0

y∫
0

γ(ξ ,η)wxy(x−ξ ,y−η)dηdξ .

Принимая во внимание, что φ(p,q;0) =
1

Γ(q)
, и, следовательно, φ(p,1;0) = 1, по-

лучаем

w(0,0) =
∞∫

0

e−t
φ(2,1;0)φ(1,1;0)dt =

∞∫
0

e−tdt = 1,

откуда следует формула (5):

u(x,y) = γ(x,y)+
x∫

0

γ(ξ ,y)wx(x−ξ ,0)dξ +

y∫
0

γ(x,η)wy(0,y−η)dη+

+

x∫
0

y∫
0

γ(ξ ,η)wxy(x−ξ ,y−η)dηdξ .

Таким образом, единственное решение задачи (2) - (4) задается формулой (5).
Теорема доказана.

Заметим, что формула (5) может быть преобразована в более удобный в некоторых
случаях вид. Действительно, с учетом формулы (12) и принимая во внимание, что

∞∫
0

e−ttkdt = k!, имеем

wx(x,y) =
∞∫

0

e−t ∂

∂x
φ(2,1; tx2)φ(1,1; µty)dt = 2x

∞∫
0

te−t
φ(2,3; tx2)φ(1,1; µty)dt,

wx(x−ξ ,0) = 2(x−ξ )

∞∫
0

te−t
φ(2,3; t[x−ξ ]2)φ(1,1;0)dt =

= 2(x−ξ )

∞∫
0

te−t
φ(2,3; t[x−ξ ]2)dt = 2(x−ξ )

∞∫
0

te−t
∞

∑
k=0

(t[x−ξ ]2)k

k!Γ(2k+3)
dt =

= 2(x−ξ )
∞

∑
k=0

(x−ξ )2k

k!(2k+2)!

∞∫
0

tk+1e−tdt =
∞

∑
k=0

2(k+1)!(x−ξ )2k+1

k!(2k+2)!
=
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=
∞

∑
k=0

(x−ξ )2k+1

(2k+1)!
= sh(x−ξ ),

и, аналогично,
wy(0,y−η) = µeµ(y−η).

Таким образом, формулу (5) можно переписать в виде

u(x,y) = γ(x,y)+
x∫

0

sh(x−ξ )γ(ξ ,y)dξ +

y∫
0

µeµ(y−η)
γ(x,η)dη+

+

x∫
0

y∫
0

wxy(x−ξ ,y−η)γ(ξ ,η)dηdξ . (13)

Если µ ≡ 0, то

x∫
0

y∫
0

wxy(x−ξ ,y−η)γ(ξ ,η)dηdξ = 0, и из (13) получаем

u(x,y) = γ(x,y)+
x∫

0

sh(x−ξ )γ(ξ ,y)dξ =
∂

∂x

x∫
0

ch(x−ξ )γ(ξ ,y)dξ . (14)

Формула (14) совпадает с решением уравнения (10) при µ ≡ 0, приведенным в
монографии [12, с. 65].
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