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Введение

Рассмотрим уравнение

Dα
0xDβ

0yu(x,y)+a(x,y)Dα
0xu(x,y)+b(x,y)Dβ

0yu(x,y)+ c(x,y)u(x,y)= f (x,y), (1)

где 0 < α,β < 1, Dγ

0s — оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле
Римана-Лиувиля порядка γ с началом в точке 0 по переменной s > 0, определенный
следующим образом [1, c. 9]:

Dγ

0s f (s) =


1

Γ(−γ)

s∫
0

f (v)
(s−v)γ+1 dv, γ < 0,

f (s), γ = 0,
dn

dsn Dγ−n
0s f (s), n−1 < γ ≤ n, n ∈ N.

Коэффициенты a(x,y) и b(x,y) непрерывно дифференцируемы, а c(x,y) — непре-
рывная функция.

В данной работе строится решение аналога задачи Гурса для уравнения (1). Ра-
нее, в работе [2] и [3] доказана теорема существования и единственности решения
аналога задачи Гурса для уравнения вида (1) при

a(x,y) = b(x,y) = 0,c(x,y) = const.

А в работе [4] для уравнения (1) в случае a(x,y) = b(x,y) = c(x,y) = 0, рассмотрены
аналоги задач Коши и Гурса. В работе [5] для уравнения (1) в случае α = β = 1
рассмотрена задача Коши. Более полный обзор работ, посвященных исследованию
уравнений в частных производных дробного порядка можно найти в [6] и [7].

Постановка задачи и формулировка результатов

Примем обозначения: D = (0,a)× (0,b), a < ∞,b < ∞, I = {(x,y) :x ∈ (0,a),y = 0},J =
{(x,y) :x = 0,y ∈ (0,b)}.

Регулярным решением уравнения (1) в области D назовем функцию u = u(x,y) из
класса x1−µy1−δ u(x,y) ∈C(D), для некоторых µ > 0,δ > 0, Dα−1

0x Dβ−1
0y u(x,y) имеет

непрерывные частные производные в области D по x,y, Dα−1
0x u(x,y)∈C(D∪J), Dβ−1

0y u(x,y)∈
C(D∪ I), удовлетворяющую уравнению (1) во всех точках (x,y) ∈ D.

Задача. Найти регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям

lim
y→0

Dβ−1
0y u(x,y) = ψ(x), 0 < x < a, (2)

lim
x→0

Dα−1
0x u(x,y) = ϕ(y), 0 < y < b, (3)

где ϕ,ψ–заданные непрерывные функции.
Теорема. Пусть x1−µy1−δ f (x,y)∈ C(D), lim

x→0
x1−µψ(x)<∞, lim

y→0
y1−δ ϕ(y)<∞, µ > 0,

δ > 0, Dβ−1
0y ϕ(y)∈ C[0,b]∩C1(0,b), Dα−1

0x ψ(x)∈ C[0,a]∩C1(0,a), и выполнено условие
согласования

lim
y→0

Dβ−1
0y ϕ(y) = lim

x→0
Dα−1

0x ψ(x).
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Тогда существует единственное регулярное решение уравнения (1) в области D,
удовлетворяющее краевым условиям (2), (3). Решение имеет вид

u(x,y) =
x∫

0

y∫
0

f (s, t)v(x,y,s, t)dtds+
x∫

0

ψ(s)(∂ α
xsv(x,y,s,0)+ v(x,y,s,0)b(s,0))ds

+

y∫
0

ϕ(t)
(

∂
β

yt v(x,y,0, t)+ v(x,y,0, t)a(0, t)
)

dt−ϕ0v(x,y,0,0). (4)

Здесь ϕ0 = lim
y→0

Dβ−1
0y ϕ(y), v(x,y,s, t) =wxy(x,y,s, t), w(x,y,s, t) – есть решение интеграль-

ного уравнения Вольтерра второго рода

w(x,y,s, t)+D−β

yt
[
a(s, t)w(x,y,s, t)

]
+D−α

xs
[
b(s, t)w(x,y,s, t)

]
+

+D−α
xs D−β

yt
[
c(s, t)w(x,y,s, t)

]
=

(x− s)α(y− t)β

Γ(α +1)Γ(β +1)
,

∂
γ

0s – производная Капуто порядка γ по переменной s, определяемая с помощью
равенства [1, c. 11]:

∂
γ

0sg(s) = Dγ−n
0s g(n)(s), n−1 < γ ≤ n, n ∈ N.

Представление решения

Пусть u(x,y) – регулярное решение уравнения (1), а функция w(x,y,s, t) для любых
фиксированных (x,y) ∈ D удовлетворяет уравнению

∂
α
xs∂

β

yt w(x,y,s, t)+∂
α
xs[a(s, t)w(x,y,s, t)]+∂

β

yt [b(s, t)w(x,y,s, t)]+ c(s, t)w(x,y,s, t) = 1, (5)

как функция переменных s и t в области {(s, t) : s ∈ (0;x), t ∈ (0;y)}. Пусть также
выполнены условия

w(x,y,s,y) = 0,s ∈ [0;x],w(x,y,x, t) = 0, t ∈ [0;y]. (6)

Поэтому, с учетом формулы дробного интегрирования по частям [6, c. 15] и в
силу равенств (2), (3), (6) имеем

x∫
0

y∫
0

w(x,y,s, t)Dα
0sD

β

0tu(s, t)dtds =

y∫
0

w(x,y,s, t)Dα−1
0s Dβ

0tu(x, t)|
x
0dt−

−
x∫

0

y∫
0

ws(x,y,s, t)Dα−1
0s Dβ

0tu(s, t)dtds =

y∫
0

w(x,y,x, t)Dα−1
0x Dβ

0tu(x, t)dt−

−
y∫

0

w(x,y,0, t)Dβ

0t [D
α−1
0x u(x, t)]x=0dt +

x∫
0

y∫
0

∂
α
xsw(x,y,s, t)Dβ

0tu(s, t)dtds =
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=−
y∫

0

w(x,y,0, t)Dβ

0tϕ(t)dt +
x∫

0

∂
α
xsw(x,y,s, t)Dβ−1

0t u(s, t)|y0ds−

−
x∫

0

y∫
0

∂
α
xswt(x,y,s, t)D

β−1
0t u(s, t)dtds =−w(x,y,0, t)Dβ−1

0t ϕ(t)|y0+

+

y∫
0

wt(x,y,0, t)D
β−1
0t ϕ(t)dt +

x∫
0

∂
α
xsw(x,y,s,y)Dβ−1

0y u(s,y)ds−

−
x∫

0

∂
α
xsw(x,y,s,0)[Dβ−1

0y u(s,y)]y=0ds+
x∫

0

y∫
0

u(s, t)∂ α
xs∂

β

yt w(x,y,s, t)dtds =

=−w(x,y,0,y)Dβ−1
0y ϕ(y)+w(x,y,0,0)ϕ0−

−
y∫

0

∂
β

yt w(x,y,0, t)ϕ(t)dt−
x∫

0

∂
α
xsw(x,y,s,0)ψ(s)ds+

+

x∫
0

y∫
0

u(s, t)∂ α
xs∂

β

yt w(x,y,s, t)dtds =
x∫

0

y∫
0

u(s, t)∂ α
xs∂

β

yt w(x,y,s, t)dtds−

−
x∫

0

ψ(s)∂ α
xsw(x,y,s,0)ds−

y∫
0

ϕ(t)∂ β

yt w(x,y,0, t)dt +w(x,y,0,0)ϕ0.

Аналогично получаем:

x∫
0

y∫
0

w(x,y,s, t)a(s, t)Dα
0su(s, t)dtds =

=

y∫
0

[
w(x,y,s, t)a(s, t)

]
Dα−1

0s u(s, t)|x0dt−
x∫

0

y∫
0

∂

∂ s

[
w(x,y,s, t)a(s, t)

]
Dα−1

0s u(s, t)dtds =

=

x∫
0

y∫
0

u(s, t)∂ α
xs[a(s, t)w(x,y,s, t)]dtds+

+

y∫
0

w(x,y,x, t)a(x, t)Dα−1
0x u(x, t)dt−

y∫
0

w(x,y,0, t)a(0, t)ϕ(t)dt =

=

x∫
0

y∫
0

u(s, t)∂ α
xs[a(s, t)w(x,y,s, t)]dtds−

y∫
0

w(x,y,0, t)a(0, t)ϕ(t)dt,
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x∫
0

y∫
0

w(x,y,s, t)b(s, t)Dβ

0tu(s, t)dtds =
x∫

0

y∫
0

u(s, t)∂ β

yt [b(s, t)w(x,y,s, t)]dtds+

+

x∫
0

w(x,y,s,y)b(s,y)Dβ−1
0y u(s,y)ds−

x∫
0

b(s,0)w(x,y,s,0)ψ(s)ds =

x∫
0

y∫
0

u(s, t)∂ β

yt [b(s, t)w(x,y,s, t)]dtds−
x∫

0

b(s,0)w(x,y,s,0)ψ(s)ds.

Складывая последние равенства, учитывая (1), (5) имеем

x∫
0

y∫
0

u(s, t)dtds =
x∫

0

y∫
0

f (s, t)w(x,y,s, t)dtds+
x∫

0

ψ(s)∂ α
xsw(x,y,s,0)ds+

+

y∫
0

ϕ(t)∂ β

yt w(x,y,0, t)dt +
x∫

0

w(x,y,s,0)b(s,0)ψ(s)ds+

+

y∫
0

w(x,y,0, t)a(0, t)ϕ(t)dt−ϕ0w(x,y,0,0).

Дифференцируя по x и по y последнее равенство, получаем, что решение уравне-
ния (1) имеет вид (4).

Из соотношения (4), в частности, следует единственность решения u(x,y). Что и
требовалось доказать.

Функция Римана

Применяя к обеим частям уравнения (5) операторы D1−α
xs ,D1−β

yt , получим

wst +D1−β

yt (aw)+D1−α
xs (bw)+D1−α

xs D1−β

yt (cw) =
(x− s)α−1(y− t)β−1

Γ(α)Γ(β )
. (7)

Применяя далее операторы D−1
xs ,D

−1
yt , к уравнению (7), получаем, что задача (5), (6)

эквивалентна интегральному уравнению Вольтерра второго рода

w(x,y)+D−β

yt (aw)+D−α
xs (bw)+D−α

xs D−β

yyt (cw) =
(x− s)α−1(y− t)β−1

Γ(α)Γ(β )
,

решение которого существует и единственно.
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