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Для неоднородного уравнения Аллера исследуется первая краевая задача. С помощью
метода Фурье найдено явное представление регулярного решения.
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Введение

В прямоугольной области Ω = {(x,y) : 0 < x < r, 0 < y < T} рассматривается урав-
нение Аллера

∂u
∂y

= a
∂ 2u
∂x2 +b

∂ 3u
∂x2∂y

+ f (x,y), (1)

где a, b – заданные положительные числа; f (x,y) – известная функция; u(x,y) –
значение искомой функции в точке x в момент времени y.

Известно [1], что при определенных допущениях уравнение (1) описывает филь-
трацию жидкости в пористых средах и его решение u = u(x,y) интерпретируется как
влажность почвы с коэффициентом диффузивности a и коэффициентом влагопро-
водности b в точке x почвенного слоя 0≤ x≤ r в момент времени y, 0≤ y≤ T .

Уравнение (1) является уравнением третьего порядка гиперболического типа, хо-
тя по определению Showalter R.E., Ting T.W. [2] его относят к уравнениям псев-
допараболического типа. Локальные, нелокальные и смешанные краевые задачи для
уравнений псевдопараболического типа исследовались в работах [3]-[8].

Постановка задачи и полученные результаты

Регулярным в области Ω решением уравнения (1) назовем функцию u = u(x,y)
такую, что u ∈C(Ω̄)∩C1(Ω), uxx, uxxy ∈C(Ω), удовлетворяющую уравнению (1).

Исследуется следующая
Задача. Найти регулярное в области Ω решение уравнения (1), удовлетворя-

ющее начальному условию

u(x,0) = 0, 0≤ x≤ r, (2)

и граничным условиям

u(0,y) = 0, u(r,y) = 0, 0≤ y≤ T. (3)

Применяя метод разделения переменных, нетривиальное решение задачи (2)-(3) для
однородного уравнения Аллера ищем в виде

u(x,y) = X(x)Y (y), (4)

где X(x) - функция только переменного x, Y (y) - функция только переменного y.
Подставляя предполагаемую форму (4) в однородное уравнение Аллера, получаем

Y ′

Y
=

aX ′′

X−bX ′′
=−λ , λ > 0 = const. (5)

Таким образом, для определения функции X(x) из (5), с учетом (3) и (4), прихо-
дим к следующей задаче на собственные значения:

X ′′+µX = 0, µ =
λ

a−bλ
, (6)

X(0) = X(r) = 0, 0≤ x≤ r. (7)
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При µ ≤ 0 задача (6)-(7) имеет только тривиальное решение u(x,y)≡ 0.
Пусть µ > 0. Тогда нетривиальные решения задачи (6)-(7) возможны лишь при

значениях

µn =
(

πn
r

)2
, n = 1,2, . . .

Этим собственным значениям соответствуют собственные функции

Xn(x) =Cnsin(
√

µnx), Cn = const.

Легко заметить, что система
{

sin(
√

µnx)
}∞

n=1 =
{

sin(πn
r x)
}∞

n=1 собственных функ-
ций задачи (6)-(7) образует полную ортогональную систему в пространстве L2[0,r].

Найдем решение неоднородного уравнения Аллера (1) в виде ряда Фурье по соб-
ственным функциям задачи (6)-(7), т.е. в виде

u(x,y) =
∞

∑
n=1

un(y)sin(
√

µnx), (8)

где un(y) - пока неизвестные достаточно гладкие функции.
Предположим, что правая часть f (x,y) уравнения (1) допускает разложение в ряд

Фурье по собственным функциям задачи (6)-(7):

f (x,y) =
∞

∑
n=1

fn(y)sin(
√

µnx), (9)

где

fn(y) =
2
r

r∫
0

f (ξ ,y)sin(
√

µnξ )dξ .

Отметим, что если функция f (x,y) непрерывна в Ω̄, имеет кусочно непрерывную
производную в Ω и f (0,y) = f (r,y) = 0, то ее всегда можно разложить в равномерно
сходящийся ряд Фурье по полной ортогональной системе собственных функций [9].

Из (1), с учетом (8) и (9), имеем

∞

∑
n=1

[
(1+bµn)u′n(y)+aµnun(y)− fn(y)

]
sin(
√

µnx) = 0.

Из последнего равенства, при начальном условии (2), приходим к следующей
задаче относительно искомой функции un(y):

(1+bµn)u′n(y)+aµnun(y) = fn(y), n = 1,2, . . .

un(0) = 0, n = 1,2, . . .

решение которого выписывается по формуле

un(y) =
1

1+bµn

y∫
0

e−
aµn

1+bµn (y−η) fn(η)dη , n = 1,2, . . . (10)

Подставляя выражение (10), из (8) находим решение задачи (2), (3) для уравнения
(1) в виде

u(x,y) =

y∫
0

r∫
0

G(x,y;ξ ,η) f (ξ ,η)dξ dη , (11)
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где

G(x,y;ξ ,η) =
∞

∑
n=1

2
r(1+bµn)

e−
aµn

1+bµn (y−η)sin(
√

µnx)sin(
√

µnξ ). (12)

Решение (11) сходится равномерно, так как (12) при всех y−η ≥ 0 является рядом,

который мажорируется абсолютно сходящимся числовым рядом 2r
∞

∑
n=1

[r2 + bπ2n2]−1.

Равномерная сходимость uy(x,y) доказывается аналогично.
Пусть существует ограниченная производная fxx(x,y). Из представления (12) вер-

но, что G(x,y;ξ ,η) = G(ξ ,y;x,η) и G(0,y;ξ ,η) = G(r,y;ξ ,η) = 0. Тогда цепочка ра-
венств, полученных последовательным интегрированием по частям доказывает су-
ществование производных uxx, uxxy:

uxx(x,y) =

y∫
0

r∫
0

Gξ ξ (x,y;ξ ,η) f (ξ ,η)dξ dη =

y∫
0

[
Gξ (x,y;ξ ,η) f (ξ ,η)

]
|r0 dη−

−
y∫

0

[
G(x,y;ξ ,η) fξ (ξ ,η)

]
|r0 dη +

y∫
0

r∫
0

G(x,y;ξ ,η) fξ ξ (ξ ,η)dξ dη =

=

y∫
0

r∫
0

G(x,y;ξ ,η) fξ ξ (ξ ,η)dξ dη ,

uxxy(x,y) =
r∫

0

G(x,y;ξ ,y) fξ ξ (ξ ,y)dξ +

y∫
0

r∫
0

Gy(x,y;ξ ,η) fξ ξ (ξ ,η)dξ dη .

Таким образом, если выполнены дополнительные условия гладкости относитель-
но функции f (x,y), то формула (11) дает регулярное решение задачи (2) - (3) для
уравнения (1). Единственность решения исследуемой задачи вытекает из доказанной
в работе [10] теоремы.

Заключение

Для неоднородного уравнения Аллера (1) справедлива следующая
Теорема. Пусть функция f (x,y) непрерывна в Ω̄, имеет кусочно непрерыв-

ную производную в Ω и f (0,y) = f (r,y) = 0, а также существует ограниченная
производная fxx(x,y). Тогда единственное регулярное решение задачи (2) - (3) для
уравнения (1) выписывается по формуле (11).
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