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В данной работе рассматривается нелокальная краевая задача с интегральным условием
для уравнения дробной диффузии с оператором Капуто. Доказаны теоремы существо-
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Введение

В области Ω = {(x,y) : 0 < x < ∞,0 < y < T} рассмотрим уравнение

uxx(x, y)−∂
α
0yu(x, y) = f (x, y), (1)

где

∂
α
0yu(x, y) =

1
Γ(1−α)

y∫
0

∂u(x, η)

∂η

dη

(y−η)α

– частная дробная производная Капуто порядка α [1, с. 9] (см. [2]), Γ(α) – гамма-
функция Эйлера, 0 < α ≤ 1.

Оператор ∂ α
0y впервые был введен в 1967 году итальянским механиком М. Капуто

в работе [2] и представлен в его монографии [3]. В работе [4] для многомерного
уравнения диффузии дробного порядка с производной Капуто исследована задача
Коши. В работе [5] для уравнения (1) рассматривались первая краевая задача в пря-
моугольной области, задача Коши и краевая задача в бесконечной области, а в [6,
с. 104] методом редукции к системе уравнений меньшего порядка построено реше-
ние задачи Коши и первой краевой задачи для уравнения (1). Также в работе [6, с.
115] построено общее представление решения уравнения (1) в прямоугольной обла-
сти, решены основные краевые задачи и найдены соответствующие функции Грина.
Для обобщенного уравнения (1) с младшими членами доказан принцип экстрему-
ма в работе [7]. Краевые задачи с интегральными условиями для параболических
уравнений, в том числе с дробной производной, исследовались в работах [8] - [11].

Постановка задачи

Решение u(x,y) уравнения (1) назовем регулярным в области Ω, если u(x,y) ∈
C({x ≥ 0, y ∈ (0, T )}), u(x,y) абсолютно непрерывна как функция переменной y, при
каждом фиксированном x, на отрезке [0,T ], u(x,y) имеет непрерывные производные
до 2-го порядка по x.

В работе исследуется следующая задача.
В области Ω требуется найти регулярное решение u(x,y) уравнения (1), удо-

влетворяющее следующим условиям:

u(x, 0) = τ(x), 0 < x < ∞, (2)

l∫
0

K(x, y)u(x, y)dx = ψ(y), 0 < y < T, (3)

где τ(x), ψ(y), K(x, y) – заданные функции.
Без ограничения общности можно считать, что f (x, y)≡ 0, τ(x)≡ 0.
Действительно рассмотрим задачу, решение которой найдено в [5, с. 134]

υxx(x, y)−∂
α
0y υ(x, η) = f (x, y), (4)

υ(x, 0) = τ(x), 0 < x < ∞, (5)
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v(0, y) = 0, 0 < y < T. (6)

Искомое решение будем искать в виде u(x, y) = ũ(x, y)+υ(x, y), где ũ(x, y) есть
решение задачи

ũxx(x, y)−∂
α
0y ũ(x, η) = 0, (7)

ũ(x, 0) = 0, 0 < x < ∞, (8)

l∫
0

K(x, y)ũ(x, y)dx = ψ̃(y), 0 < y < T, (9)

ψ̃(y) = ψ(y)−
l∫

0

K(x, y)v(x, y)dx.

Таким образом задача (1)-(3) эквивалента задаче (7)-(9). Поэтому далее будем
рассматривать следующую задачу.

В области Ω требуется найти регулярное решение u(x,y) однородного урав-
нения

uxx(x, y)−∂
α
0yu(x, η) = 0, (10)

удовлетворяющее следующим условиям:

u(x, 0) = 0, 0 < x < ∞, (11)

l∫
0

K(x, y)u(x, y)dx = ψ(y), 0 < y < T, (12)

где ψ(y), K(x, y) – заданные функции.

Теорема о существовании и единственности решения задачи

1. Пусть K(x, y) ∈C(Ω), Kx(x, y) ∈C(Ω), K(0, y) 6≡ 0,

Dα−1
0y

ψ(y)
K(0, y)

∈ AC[0,T ], lim
y→0

Dα−1
0y

ψ(y)
K(0, y)

= 0.

Тогда существует регулярное решение уравнения (10) в области Ω, удовле-
творяющее краевым условиям (11), (12) и представимое в виде

u(x, y) =

y∫
0

1
y−η

e1,0
1,α

(
− x
(y−η)α

)
ϕ(η)dη . (13)

где ϕ(y) = Dα
0y g(y), а g(y) – является решением интегрального уравнения Воль-

терра 2-го рода

g(y)+

y∫
0

G(y, t)g(t)dt =
ψ(y)

K(0, y)
,
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где G(y, t) = 1
K(0,y) [

l∫
0
(y−η)α−1e1,α

1,α(−
x

(y−η)α )Kx(x, y)dx−K(l, y)(y−η)α−1e1,α
1,α(−

l
(y−η)α )].

Здесь eµ,δ
α,β (z) – функция типа Райта [6, с. 22].

2. Решение задачи (10)-(12) в области Ω единственно в классе функций, удо-
влетворяющих для некоторого k > 0 условию

u(x, y) = O(exp(kx
2

2−α ))

при x→+∞.

Доказательство

Используя представление решения задачи (13) с условиями (12) и u(0,y) = ϕ(y)
для однородного уравнения (10) [5, c. 38] и удовлетворив условию (12), получим

l∫
0

K(x, y)u(x, y)dx =
l∫

0

K(x, y)

y∫
0

1
y−η

e1,0
1,α

(
− x
(y−η)α

)
ϕ(η)dηdx = ψ(y). (14)

Перепишем (14) в виде

y∫
0

K1(y, η)ϕ(η)dηdx = ψ(y), (15)

где

K1(y, η) =

l∫
0

1
y−η

e1,0
1,α

(
− x
(y−η)α

)
K(x, y)dx. (16)

Уравнение (15) является интегральным уравнением Вольтерра 1-го рода с ядром
K1(y, η) и правой частью ψ(y).

Проинтегрировав по частям интеграл в правой части (16), получим

K1(y, η) = K(0, y)
(y−η)α−1

Γ(α)
−K(l, y)(y−η)α−1e1,α

1,α

(
− l
(y−η)α

)
+

+

l∫
0

(y−η)α−1e1,α
1,α

(
− x
(y−η)α

)
Kx(x, η)dx.

Подставим в (15)

K(0, y)

y∫
0

(y−η)α−1

Γ(α)
ϕ(η)dη +

y∫
0

K2(y, η)ϕ(η)dη = ψ(y), (17)

где

K2(y, η)=

l∫
0

(y−η)α−1e1,α
1,α

(
− x
(y−η)α

)
Kx(x, η)dx−K(l, y)(y−η)α−1e1,α

1,α

(
− l
(y−η)α

)
.
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K(0, y)D−α
oy ϕ(y)+

y∫
0

K2(y, η)ϕ(η)dη = ψ(y). (18)

В силу формулы дробного интегрирования функции Райта [6, с. 26] и в силу
свойств, наложенных на ядро K(x, y), второе слагаемое в левой части уравнения (18)
можно записать в виде

y∫
0

K2(y, η)ϕ(η)dη =

y∫
0

D−α
yη K3(y, η)ϕ(η)dη =

y∫
0

K3(y, t)D−α

0t ϕ(t)dt. (19)

Далее обозначив g(y) = D−α

0y ϕ(y) с учетом (19), равенство (18) перепишем в виде

K(0, y)g(y)+

y∫
0

K3(y, t)g(t)dt = ψ(y). (20)

Так как по условию K(0, y) 6≡ 0, то соотношение (20) принимает вид

g(y)+

y∫
0

K4(y, t)g(t)dt = ψ1(y), (21)

где K4(y, t) =
K3(y, t)
K(0, y)

, ψ1(y) =
ψ(y)

K(0, y)
.

Уравнение (21) является интегральным уравнением Вольтерра 2-го рода. Из тео-
рии интегрального уравнения Вольтерра второго рода известно [10, с. 227], что
условия, наложенные на K(x, y) и ϕ(y) обеспечивают существование единственно-
го решения g(y) ∈ L[0,T ] уравнения (21), которое выписывается в виде

g(y) = ψ1(y)−
y∫

0

R(y, t)ψ1(t)dt,

где R(y, t) – резольвента ядра K4(y, t). Учитывая условия теоремы, накладываемые на
ψ(y) и на K(x, y), получим что ϕ(y) = Dα

0y g(y).
Теорема доказана.
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