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Введение

Рассмотрим в области D = {(x, t) :−∞ < x < ∞, t > 0} уравнение

Dα
0tu(x, t) = (−1)n+1 ∂ 2nu

∂x2n , (1)

где n ∈N, Dα
0t – оператор дробного (в смысле Римана-Лиувилля ) интегродифферен-

цирования порядка α, 0 < α ≤ 1, определяемый соотношением [1, с. 28].
Уравнение (1) при n = 1 широко исследовано. В частности в работе [2] решена

задача Коши для уравнения диффузиии дробного порядка с регуляризованной дроб-
ной производной. В работе [3] построено фундаментальное решение, дано решение
задачи Коши и доказана теорема единственности в классе функций, удовлетворяю-
щих аналогу условия А.Н. Тихонова. В работе [4] найдено решение диффузионно-
волнового уравнения четвертого порядка с регуляризованной дробной производной
по времени. С помощью интегральных преобразований в работе [5] найдено реше-
ние задачи Коши для дробного диффузионно-волнового уравнения. Наиболее полную
библиографию можно найти в работах [3], [6], [7]. При α = 1 в работе [8] для урав-
нения (1) найдено решение задачи Коши для уравнения теплопроводности в классе
неограниченных функций. В работе [9] для уравнения (1) решена задача Коши в
классе ограниченных функций. В данной работе получена оценка фундаментального
решения уравнения (1).

В работе [9] построено фундаментальное решение для уравнения (1) в терминах
функции вида

Γ(x, t) =
tα−1

π

∞∫
0

E 1
α

(−ω
2ntα ;α)cosxωdω, (2)

где E 1
α

(−ω2ntα ; µ) – функция типа Миттаг-Леффлера [10, с. 117].
Докажем следующую
Лемму. Пусть α > 0,β > 0, α

2 − γ +1 > 0 и

v(a,b) =
∞∫

0

s
α

2−γ exp
(
−as−β −bsα

)
ds,

тогда для v(a,b) справедливо неравенство

v(a,b)≤Cb−
1
α (

α

2−γ+1) exp
(
−ρa

α

α+β b
β

α+β

)
, (3)

где C - положительная постоянная, не зависящая от a и b; ρ < ρ0 =α
β

α+β

[
β
− β

α+β +β
α

α+β

]
и может быть выбрано за счет выбора C , как угодно близко к ρ0.

Доказательство. Пусть ε - произвольное, достаточно малое положительное чис-
ло, тогда функцию v(a,b) перепишем в виде

v(a,b) =
∞∫

0

s
α

2−γ exp(− f (s))exp(−εbsα)ds, (4)

где f (s) = as−β +(1− ε)bsα .
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Так как

inf
s>0

f (s) = a
α

α+β [(1− ε)αb]
β

α+β

[
β
− β

α+β +β
α

α+β

]
и учитывая, что sup

s>0
(− f (s)) =− inf

s>0
f (s), тогда для функции (4) справедливо неравен-

ство

v(a,b)≤ exp
(
−a

α

α+β [(1− ε)αb]
β

α+β

[
β
− β

α+β +β
α

α+β

]) ∞∫
0

s
α

2−γ exp(−εbsα)ds. (5)

Используя интегральное представление Гамма-функции, вычислим интеграл в (5)

∞∫
0

s
α

2−γ exp(−εbsα)ds =

=
1

α(εb)
1
α (

α

2−γ+1)

∞∫
0

s
1
α (

α

2−γ+1)−1e−sds =

=
1

α(εb)
1
α (

α

2−γ+1)
Γ

(
1
2
− γ

α
+

1
α

)
.

Подставляя вычесленный интеграл в (5), получим неравенство (3). Лемма доказана.
Теорема. Для функции Γ(x, t) при 0<α ≤ 1 справедливо следующее неравенство

|Γ(x, t)| ≤Ctα− α

2n−1 exp
(
−σ |x|

2n
2n−α t−

α

2n−α

)
, (6)

где C - положительная постоянная, не зависящая от x и t,

σ < σ0 =
(

α

2n

) α

2n−α

,

причем σ может быть выбрано за счет выбора C , как угодно близко к σ0.
Доказательство.
Используя преобразование Aα,µv(x) [7]

Aα,µv(x) =
∞∫

0

v(t)xµ−1e1,µ
1,α

(
− t

xα

)
dt, 0 < α < 1,

и учитывая, что

Aξ ,η exp(λx) = xξ+η−1E 1
ξ

(λxξ ;ξ +η),

где λ ∈ C,ξ ∈ (0,1),η ∈ R, функцию Γ(x, t) можно переписать в виде

Γ(x, t) =
1
π

Aα,0
t

∞∫
0

exp(−ω
2nt)cos(xω)dω =
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=
1

2π
Aα,0

t

∞∫
−∞

(exp(−ω
2nt + ixω)dω. (7)

Для функции

G(t,x) =
1

2π

∞∫
−∞

exp(−tω2n + ixω)dω

справедливо следующее неравенство [11]

|G(t,x)| ≤C(δ )exp
(
−λ |x|

2n
2n−1 t−

1
2n−1

)( |x|
t

) 1
2n−1

,
|x|2n

t
> δ > 0, t > 0. (8)

Из (8) будем иметь

|G(t,x)| ≤Ct−
1

2n exp
(
−C0|x|

2n
2n−1 t−

1
2n−1

)
,x ∈ R, t > 0. (9)

Учитывая положительность функции e1,0
1,α(−z) при z > 0 , для функции Γ(x, t)

получим следующее неравенство

|Γ(x, t)| ≤CAα,0
t t−

1
2n exp

[
−C0

(
|x|
t

1
2n

) 2n
2n−1
]
, (10)

где C0 < (2n)−
2n

2n−1 [2n−1], C - положительная постоянная из неравенства (9).
Используя определение преобразования Aα,µ f (x) [7], получим

|Γ(x, t)| ≤Ct−1
∞∫

0

s−
1

2n exp

[
−C0

(
|x|
s

1
2n

) 2n
2n−1
]

e1,0
1,α

(
− s

tα

)
ds, (11)

где e1,µ
1,α(x) - функция Райта [7].

Сделаем замену s = s1tα в неравенстве (11)

|Γ(x, t)| ≤Ctα− α

2n−1
∞∫

0

s
− 1

2n
1 exp

(
−C0|x|

2n
2n−1 t−

α

2n−1 s
− 1

2n−1
1

)
e1,0

1,α (−s1)ds1. (12)

Для функции Райта справедливо асимптотическое разложение [12]

e1,δ
1,ρ(y) = φ(−ρ,δ ;y) = Y

1
2−δ e−Y

[
M−1

∑
m=0

AmY−m +O(Y−M)

]
, y→ ∞,

где ρ ∈ (0,1),Y = (1−ρ)ρρ/(1−ρ)y1/(1−ρ), коэффициенты Am зависят от δ и ρ.
С учетом последнего разложения перепишем (12) в виде

|Γ(x, t)| ≤Ctα− α

2n−1
∞∫

0

s
1

2(1−α)
− 1

2n
1 exp

[
−C0|x|

2n
2n−1 t−

α

2n−1 s
− 1

2n−1
1 − (1−α)α

α

1−α s
1

1−α

1

]
ds1 =

v
(

C0|x|
2n

2n−1 t−
α

2n−1 ,(1−α)α
α

1−α

)
, (13)

где C - положительная постоянная, не зависящая от x и t.
Учитывая лемму 1, неравенство (13) примет вид (6). Теорема доказана. �
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