
Вестник КРАУНЦ. Физ.-мат. науки. 2016. № 4-1(16). C. 27-31. ISSN 2079-6641

DOI: 10.18454/2079-6641-2016-16-4-1-27-31

УДК 517.95

МЕТОД ПРЯМЫХ РЕШЕНИЯ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ДИФФУЗИИ

ДРОБНОГО ПОРЯДКА

С.Х. Геккиева1, Б.М. Керефов2

1 Институт прикладной математики и автоматизации, 360000, г. Нальчик, ул. Шор-
танова, 89А
2 Кабардино-Балкарский государственный университет им. Х.М. Бербекова, 360004,
г. Нальчик, ул. Чернышевского, 173
E-mail: gekkieva_s@mail.ru, kerefov-1997@mail.ru
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Введение

В настоящее время наблюдается заметный рост внимания исследователей к дроб-
ному исчислению. В первую очередь это обусловлено многочисленными эффектив-
ными приложениями дробного интегро-дифференцирования при описании широкого
класса физических и химических процессов, протекающих во фрактальных средах,
при математическом моделировании экономических и социально-биологических про-
цессов [1–3]. В монографии [4] приведена подробная библиография по уравнениям в
частных производных дробного порядка, в частности, рассматривается диффузионно-
волновое уравнение. В работе [5] рассмотрены краевые задачи для модифицирован-
ного уравнения влагопереноса с дробной по времени производной.

Целью исследования является постановка и решение первой краевой задачи для
уравнения диффузии с дробной производной в разностной форме.

Первая краевая задача в разностной форме

В области QT = (0, l)× (0,T ) рассмотрим первую краевую задачу для уравнения
диффузии дробного порядка:

Dα
0tu = (kux)x + f (x, t),k (x, t)≥ c > 0, (1)

u(0, t) = u(l, t) = 0, Dα−1
0t

∣∣
t=0 = u0 (x) . (2)

Будем решать задачу (1)–(2) методом прямых [6]. Получим приближенное реше-
ние в виде системы функций, приближенно представляющих искомое решение вдоль
прямых xi = ih, i = 0,1, . . . , N. Для этого разобьем отрезок [0, l] точками xi = ih, h = l

N
и заменим производные по переменной х на разностные производные:

(k (x, t)ux)x ∼ (a(x, t)ux)x =
1
h

(
ai+1

ui+1−ui

h
−ai

ui−ui−1

h

)
,

a(xi, t) = k (xi−0.5h, t) = ki− 1
2
(t) .

Тогда для сеточной функции y(xi, t) получим следующую систему уравнений ме-
тода прямых:

Dα
0ty(xi, t) =

1
h

[
ai+1

yi+1 (t)− yi (t)
h

−ai
yi (t)− yi−1 (t)

h

]
+ϕ(xi, t),

ϕ(xi, t) = ϕ(xi, t)+O
(
h2) ,ai ≥ c > 0, i = 1, 2, ..., N−1, (3)

y0 (t) = yN (t) = 0,Dα−1
0t y(xi,0) = u0 (xi) ,

где yi (t) = y(xi, t), или:

5
6

Dα
0ty(xi, t)+

1
12

(Dα
0ty(xi+1, t)+Dα

0ty(xi=1, t)) =

=
1
h

[
ai+1

yi+1 (t)− yi (t)
h

−ai
yi (t)− yi−1 (t)

h

]
+

5
6

ϕ(xi, t)+
1

12
(ϕ (xk−1, t)+ϕ (xk+1, t))+O

(
h4) ,

(4)
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ai ≥ c > 0,A > 0, i = 1,2, ..., N−1,

y0 (t) = yN (t) = 0,Dα−1
0t y(xi,0) = u0 (xi) ,

где yi (t) = y(xi, t). При этом (3) дает аппроксимацию уравнения с точностью h2, а (4)
– с точностью h4.

Сходимость решений систем обыкновенных дифференциальных уравнений дроб-
ного порядка (3), (4) доказывается методом априорных оценок.

Рассмотрим однородную систему уравнений, соответствующую системе (3) при
ak = 1,k = 1, 2, ..., N−1:

Dα
0ty =

1
h2 [(yk+1 (t)−2yk (t)+ yk−1 (t))] , (5)

y0 (t) = yN (t) = 0,Dα−1
0t y(xi,0) = u0 (xi) ,k = 1, 2, ..., N−1.

Общее решение системы (5) можно получить методом Фурье в виде [7]

yk,s(t) =
N−1

∑
s=1

sin
(

πs
l

xk

)
csT (k)(0)tα−1E1/α (−δstα ;α) , (6)

где cs – произвольная постоянная, E1/α (z;ν) – функция Миттаг-Леффлера, δ 2
s =

4
h2 sin2

(
π

2l
xs

)
.

Аналогично можно получить общее решение однородной системы, соответствую-
щей системе (4) при:

yk,s(t) =
N−1

∑
s=1

sin
(

πs
l

xk

)
dsT (k)(0)tα−1E1/α (−δstα ;α) ,

где ds – произвольная постоянная, δ 2
s =

24

h2
(

5+ cos
π

l
xs

)sin2
(

π

2l
xs

)
.

Найдя методом вариации постоянных частное решение неоднородной системы
(3), получим ее общее решение как сумму частного решения и построенного общего
решения (6) однородной системы.

Рассмотрим следующий пример.
Пример. Построить методом прямых приближенное решение задачи

Dα
0tu = uxx, (7)

u(0, t) = u(π, t) = 0,Dα−1
0t |t=0 = sin(x) . (8)

Отрезок [0,π] разделим на четыре части и проведем через точки деления прямые.
Если uk(t)(k = 0, 1, 2, 3, 4) – приближенные значения решения на прямых x =

πk
4

(k = 0, 1, 2, 3, 4), то для отыскания uk(t) имеем систему уравнений (5). Таким

образом, общее решение однородной системы получаем из (6). Из начальных условий
имеем:

lim t1−αyk,s(t) = lim t1−α
N−1

∑
s=1

csT (k)(0)tα−1E1/α

(
−δ

2
s tα ;α

)
sin
(

πs
l

xk

)
=

29



ISSN 2079-6641 Геккиева С.Х., Керефов Б.М.

=
1

Γ(α)

N−1

∑
s=1

csT (k)(0)sin
(

πs
l

xk

)
= sinx,

Отсюда следует, что cs = 1. Таким образом имеем:

yk,s(t) = Γ(α) tα−1
N−1

∑
s=1

E1/α

(
−δ

2
s tα ;α

)
sin(x),

где δ 2
s =

4
h2 sin2

(
πsxs

2l

)
,(s = 0, 1, ..., N−1).

Как известно [7], точное решение первой краевой задачи для уравнения (6) имеет
вид:

u(x, t) =
∞

∑
k=1

ckΓ(α)tα−1E1/α (−λktα ;α)sin
(

πk
l

x
)
,

где E1/α (−λktα ;α) =
∞

∑
s=1

(−λktα)s

Γ(α +αs)
,λk =

(
πk
l

)2

. Для решения задачи (7)–(8) на пря-

мой x =
π

2
имеем:

u
(

π

2
, t
)
= Γ(α)tα−1E1/α (−λktα ;α) = Γ(α)tα−1

∞

∑
s=0

−tαs

Γ(α +αs)
.

Данные, полученные программированием в среде MAPLE, например, при α =
1
2

на прямой x =
π

2
при аппроксимации уравнения с точностью h2 выглядят следующим

образом (табл. 1):
Таблица 1

t 0.5 1.0
Точное решение 0.4869 0.2421
Приближенное решение 0.5823 0.3025

При аппроксимации уравнения с точностью h4 (табл. 2):
Таблица 2

t 0.5 1.0
Точное решение 0.4869 0.2421
Приближенное решение 0.5005 0.2506
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