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В данной работе строится явное представление решения задачи Коши для обыкно-
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Введение

Пусть
{γk}n

0 ≡ {γ0,γ1, ...,γn} (1)

– произвольная совокупность вещественных чисел, подчиненных условию

0 < γk ≤ 1 (k = 0,1, ...,n).

Обозначим

αk =
k

∑
j=0

γ j−1

и всюду дальше положим

αn =
n

∑
j=0

γ j−1 > 0.

Оператор дробного дифференцирования порядка αn, ассоциированный с после-
довательностью (1) называется оператором Джрбашяна-Нерсесяна и определяется
соотношением [1]

D{γ0,γ1,...,γn}
0x u(x) = Dγn−1

0x Dγn−1
0x ... Dγ1

0xDγ0
0xu(x), (2)

где Dγ

0x− оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана-Лиувилля
порядка γ с началом в точке x = 0 определяемый следующим образом [2, с. 9]

Dγ

0xg(x) =


1

Γ(−γ)

x∫
0

g(t)
|x−t|γ+1 dt, γ < 0,

g(x), γ = 0,( d
dx

)p
Dγ−p

0x g(x), p−1 < γ ≤ p, p ∈ N.
Отметим, что частными случаями оператора (2) являются операторы Римана-

Лиувилля и Капуто. А именно, в случае, когда {γk}n
0 = {α−n+1,1, ...,1}, оператор

Джрбашяна-Нерсесяна совпадает с производной Римана-Лиувилля

D{α−m+1,1,...,1}
0x = Dα

0x, m−1 < α ≤ m,

в случае {γk}n
0 = {1, ...,1,α−n+1} с производной Капуто

D{1,...,1,α−m+1}
0x = ∂

α
0x, m−1 < α ≤ m.

Рассмотрим уравнение

n

∑
k=0

akD{γ0,γ1,...,γk}
0x u(x) = f (x), (3)

где ak− комплексные постоянные, f (x)− заданная функция.
В работе [1] рассматривалась задача Коши для уравнения (3) с переменными

коэффициентами. Исследуемая задача эквивалентно сведена к интегральному урав-
нению Вольтерра второго рода. Доказана теорема существования и единственности
решения. В работе [3] для линейного обыкновенного дифференциального уравнения
дробного порядка вида (3) с производными Римана-Лиувилля была сформулирова-
на и решена начальная задача. В работе [4] для уравнения (3), в случае оператора
Капуто, решены задачи Дирихле и Неймана.

В данной работе в терминах функции Райта строится явное представление реше-
ния задачи Коши для уравнения (3).
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Постановка задачи и методика ее решения

Регулярным решением уравнения (3) назовем функцию u(x) ∈ L[0,1], такую что

D{γ0,γ1,...,γ j}
0x u(x) ∈ AC[0,1], 0 ≤ j ≤ n− 1, и удовлетворяет уравнению (3) в интервале

[0,1].
Задача. Найти регулярное решение уравнения (3) удовлетворяющее условиям

lim
x→0

D{γ0,γ1,...,γ j}
0x u(x) = u j, 0≤ j ≤ n−1. (4)

Обозначим [3]:

Gαn(x) = Gαn
n (x,z0, ...,zn−1,β0, ...βn−1) =

∞∫
0

e−tSαn
n (x,z0t, ...,zn−1t,β0, ...βn−1)dt,

Sαn
n (x,z0, ...,zn−1,β0, ...βn−1) = (h1 ∗h2 ∗ ...hn−1)(x),

где (ϕ ∗ψ)(x) =
x∫

0
ϕ(x− t)ψ(t)dt− свертка Лапласса функций ϕ(x) и ψ(x),

hi = hi(x) = xαn−1
φ(βi;αn,zixβi), βi = αn−αi, zi =−s

ai

an
, i = 0,1, ...,n−1,

φ(ξ ,η ;z) =
∞

∑
n=0

zn

n!Γ(ξ n+η)
– функция типа Райта [5].

Для функции Gµ имеют место следующие соотношения

Gµ(x) = O(xµ−1) при x→ 0, (5)

Dν
0xGµ(x) = Gµ−ν

n (x), если µ > ν , (6)

n

∑
k=0

D{γ0,γ1,...,γk}
0x akGµ(x) = an

xµ−αn−1

Γ(µ−αn)
. (7)

Доказательства равенств (5) и (6) приведены в работе [3]. Доказательство ра-
венства (7) так же следует из доказательства формулы (37) работы [3].

Теорема. Пусть an 6= 0, γ0 + γn > 1 и функция f (x) представима в виде

f (x) = Dγn−1
0x g(x), g(x) ∈ L[0,1]. (8)

Тогда в области [0,1] существует единственное регулярное решение задачи (3),
(4). Решение имеет вид

u(x) =
1
an

x∫
0

Gαn(x− t) f (t)dt +
1
an

n−1

∑
k=0

uk

n

∑
m=k+1

amGαn−αm+µk(x). (9)
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Доказательство. Пусть u(x) регулярное решение уравнения (3). Умножим обе
части уравнения (3) на функцию Gαn+1(x, t) и проинтегрируем по x.

n

∑
k=0

x∫
0

akGαn+1(x− t)D{γ0,γ1...,γk}
0x u(t)dt =

x∫
0

Gαn+1(x− t) f (t)dt. (10)

Обозначим через

Sk =
k

∑
j=0

a j

x∫
0

Gαn+1(x− t)D{γ0,γ1...,γ j}
0x u(t)dt.

Тогда

S0 = a0

x∫
0

Gαn+1(x− t)Dγ0−1
0t u(t)dt = a0

x∫
0

u(t)Dγ0−1
xt Gαn+1(x− t)dt.

S1 = S0 + a1Dγ1−1
xt Gαn+1(x− t)Dγ0−1

0t u(t)
∣∣∣x
0
+a1

x∫
0

u(t)D{γ1,γ0}
xt Gαn+1(x− t)dt,

S2 = S1 + a2Dγ2−1
xt Gαn+1(x− t)D{γ0,γ1}

0t u(t)
∣∣∣x
0
+a2 D{γ2,γ1}

xt Gαn+1(x− t)Dγ0−1
0t u(t)

∣∣∣x
0
+

+a2

x∫
0

u(t)D{γ2,γ1,γ0}
xt Gαn+1(x− t)dt.

Повторяя те же рассуждения получим

Sn = Sn−1+an Dγn−1
xt Gαn+1(x− t)D{γ0,...,γn}

0t u(t)
∣∣∣x
0
+an D{γn,γn−1}

xt Gαn+1(x− t)D{γ0,...,γn−2}
0t u(t)

∣∣∣x
0
+

+...+an D{γn,...,γ1}
xt Gαn+1(x− t)Dγ0−1

0t u(t)
∣∣∣x
0
+an

x∫
0

u(t)D{γn,...,γ0}
xt Gαn+1(x− t)dt. (11)

Разрешая (11) относительно Sn будем иметь

Sn =
n

∑
k=0

x∫
0

akD{γk,γk−1,...γ0}
xt Gαn+1(x− t)u(t)dt−

−
n

∑
m=1

am

m−1

∑
k=0

D{γm,...,γk+1}
xt Gαn+1(x− t)D{γ0,...,γk}

0t u(t)
∣∣∣x
0
.

Откуда учитывая (10) приходим к равенству

n

∑
k=0

x∫
0

akD{γk,γk−1,...γ0}
xt Gαn+1(x− t)u(t)dt−

−
n

∑
m=1

am

m−1

∑
k=0

D{γm,...,γk+1}
xt Gαn+1(x− t)D{γ0,...,γk}

0t u(t)
∣∣∣x
0
=

x∫
0

Gαn+1(x− t) f (t)dt. (12)
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С учетом начального условия (4) и

n

∑
k=0

akD{γk,γk−1,...γ0}
xt Gαn+1(x− t) = an,

lim
t→x

D{γm,...,γk+1}
xt Gαn+1(x− t) = 0, m = 1, ...,n; k = 0, ...,m−1,

меняя порядок суммирования, имеем, что

an

x∫
0

u(t)dt−
n−1

∑
k=0

uk

n

∑
m=k+1

amGαn−αm+µk+1(x) =
x∫

0

Gαn+1(x− t) f (t)dt.

Разделив всё выражение на an и дифференцируя его по x получаем требуемое
представление (9).
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