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Введение

Уравнение Лаврентьева-Бицадзе (ЛБ) в работах [1]–[2] предложено как более
простая модель уранений смешанного типа в смысле постановки и исследования сме-
шанных задач. Методом сингулярных интегральных уравнений в работах [1]–[4] ре-
шена задача Трикоми для уравнения (ЛБ) для различных областей в эллиптической
части. В данной работе получена априорная оценка решения задачи Трикоми для
уравнения (ЛБ) в случае, когда область эллиптичности ограницена прямоугольни-
ком. Уравнение (ЛБ) встречается при решении таких важных вопросов прикладного
характера, как задачи теории бесконечно малых изгибаний поверхностей вращения,
задачи безмоментной теории оболочек и т.д. Значительную роль такие уравнения
играют и в задачах газовой динамики [5].

Постановка задачи
На евклидовой плоскости независимых переменных x и t рассмотрим уравнение

Лаврентьева-Бицадзе
uxx + sgn t utt =− f (x, t) , (1)

где u = u(x, t) – искомая функция; sgn t – знак числа t;

f (x, t) =

{
f+ (x, t) при t > 0,

f− (x, t) при t < 0
– заданная функция.

Через Ω обозначим область, ограниченную при t < 0 характеристиками AC : x+
t = 0 и CB : x− t = l уравнения (1), выходящими из точек A = (0,0) и B = (l,0),
пересекающимися в точке C = (l/2,−l/2), а также прямоугольником с вершинами в
точках A, B, A0 = (0,T ), B0 = (l,T ) при t > 0, l > 0, T > 0. Верхнюю часть области Ω

обозначим через Ω+, а нижнюю через Ω−.
Уравнение (1) является уравнением смешанного типа: оно эллиптично в области

Ω+ и гиперболично в Ω−.
Регулярным в области Ω решением уравнения (1) назовем всякую функцию u =

u(x, t) из класса C(Ω)∩C1(Ω)∩C2(Ω+)∩C2(Ω−), при подстановке которой уравнение
(1) обращается в тождество.

В работе исследуется задача Трикоми для уравнения (1) в следующей постановке.
Задача T. Найти регулярное в области Ω решение u = u(x, t) уравнения (1), удо-

влетворяющее краевым условиям

u(l, t) = u1 (t) , u(0, t) = u3 (t) , 06 t 6 T, (2)

u(x,T ) = u2 (x) , 06 x6 l, (3)

u(x,−x) = ψ (x) , 06 x6 l/2, (4)

где u1 (t) , u2 (x) , u3 (t) , ψ (x) – заданные достаточно гладкие функции и выполнены
условия согласования: u3 (0) = ψ (0) , u3 (T ) = u2 (0) , u2 (l) = u1 (T ).

В дальнейшем будем предполагать, что f (x, t) ∈C(Ω) и решение задачи (1) – (4)
существует. Решение задачи Коши для уравнения (1) в области Ω− можно предста-
вить в виде

u(x, t) =
τ (x+ t)+ τ (x− t)

2
+

1
2

x+t∫
x−t

ν (ξ )dξ +
1
2

t∫
0

x+t−η∫
x−t+η

f (ξ ,η)dξ dη , (5)
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где τ (x) = u(x,0) , ν (x) = ut (x,0) . Учитывая условие (4) из (5) получим

u(x,−x) =
τ (0)+ τ (2x)

2
+

1
2

0∫
2x

ν (ξ )dξ +
1
2

−x∫
0

−η∫
2x+η

f (ξ ,η)dξ dη = ψ (x) ,

или

τ (0)+ τ (x)
2

+
1
2

0∫
x

ν (ξ )dξ +
1
2

−x/2∫
0

−η∫
x+η

f (ξ ,η)dξ dη = ψ

(x
2

)
. (6)

Дифференцируя (6) находим

dτ

dx
(x)−ν (x) = ux (x,0)−ut (x,0) = ψ

′
(x

2

)
+

−x/2∫
0

f (x+η ,η)dη , (7)

откуда

ν (x) = τ
′(x)−ψ

′
(x

2

)
−
−x/2∫
0

f (x+η ,η)dη . (8)

Соотношение (8) – есть фундаментальное соотношение между функциями τ(x)
и ν(x), принесенное из области Ω− на линию y = 0. Подставляя ν(x) из (8) в (5),
находим решение первой задачи Дарбу для уравнения (1) в области Ω−:

u(x, t) = τ (x+ t)−ψ

(
x+ t

2

)
+ψ

(
x− t

2

)
−

−1
2

x+t∫
x−t

−ξ/2∫
0

f (ξ +η ,η)dηdξ +
1
2

t∫
0

x+t−η∫
x−t+η

f (ξ ,η)dξ dη . (9)

Для определения значения искомой функции u в области Ω
+

с учетом найденного
выше фундаментального соотношения приходим к задаче (2), (3) и (8) для уравнения
(1).

Априорная оценка
Обозначим через Ω+

ε = {(x, t) : ε < x < l− ε, ε < t < T − ε}, где ε – произвольное,
достаточно малое положительное число. Полагая условия (2) – (3) однородными,
умножим уравнение (1) на u(x, t) и проинтегрируем по вспомогательной области Ω+

ε .
Применяя затем к полученному равенству формулу Грина, будем иметь∫∫

Ω
+
ε

u(x, t) [uxx (x, t)+utt (x, t)]dxdt =
∫

Γ
+
ε

−u(x, t)ut (x, t)dx+u(x, t)ux (x, t)dt−

−
∫∫
Ω
+
ε

[
u2

x (x, t)+u2
t (x, t)

]
dxdt =−

∫∫
Ω
+
ε

u(x, t) f (x, t)dxdt, (10)

где Γ+
ε – граница вспомогательной области Ω+

ε .
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Перейдем в равенстве (10) к пределу при ε → 0. Легко заметить, что при этом
область Ω+

ε переходит в Ω+, а граница Γ+
ε вспомогательной области Ω+

ε переходит в
границу Γ+ области Ω+. Тогда из (10) получим∫∫

Ω+

u(x, t) [uxx (x, t)+utt (x, t)]dxdt =
∫

Γ+

−u(x, t)ut (x, t)dx+u(x, t)ux (x, t)dt−

−
∫∫
Ω+

[
u2

x (x, t)+u2
t (x, t)

]
dxdt =−

∫∫
Ω+

u(x, t) f (x, t)dxdt, (11)

откуда с учетом однородных граничных условий (2) – (3) находим

l∫
0

u(x,0)ut (x,0)dx+‖ux‖2
0 +‖ut‖2

0 =
∫∫
Ω+

u(x, t) f (x, t)dxdt. (12)

Подставляя ut (x,0) из (7) в (12), приходим к равенству:

l∫
0

−u(x,0)χ (x)dx+‖ux‖2
0 +‖ut‖2

0 =
∫∫
Ω+

u(x, t) f (x, t)dxdt, (13)

где χ (x) = ψ ′
( x

2

)
+
−x/2∫

0
f (x+η ,η)dη .

Пользуясь ε-неравенством убеждаемся в справедливости неравенств:∫∫
Ω+

u(x, t) f (x, t)dxdt 6
∫∫
Ω+

[
ε1u2 (x, t)+

1
4ε1

f 2 (x, t)
]

dxdt = ε1 ‖u‖2
0 +

1
4ε1
‖ f‖2

0 (14)

и
l∫

0

−u(x,0)χ (x)dx>
l∫

0

[
−ε2u2 (x,0)− 1

4ε2
χ

2 (x)
]

dx =

=−ε2

l∫
0

u2 (x,0)dx− 1
4ε2
‖χ‖2

0 . (15)

С учетом (14) – (15) неравенство (13) перепишется в следующем виде

−ε2

l∫
0

u2 (x,0)dx− 1
4ε2
‖χ‖2

0 +‖ux‖2
0 +‖ut‖2

0 6 ε1 ‖u‖2
0 +

1
4ε1
‖ f‖2

0 . (16)

Найдем теперь оценку для
l∫

0
u2 (x,0)dx. Воспользовавшись неравенством Коши-

Буняковского, с учетом условия (3), получаем:

l∫
0

u2 (x,0)dx =
l∫

0

 T∫
0

ut (x, t)dt

2

dx6
l∫

0

T
T∫

0

u2
t (x, t)dt

dx =
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= T
l∫

0

T∫
0

u2
t (x, t)dxdt = T

∫∫
Ω+

u2
t (x, t)dxdt = T ‖ut‖2

0 . (17)

С учетом (17) неравенство (16) перепишется в следующем виде

‖ux‖2
0 +(1− ε2T )‖ut‖2

0 6 ε1 ‖u‖2
0 +

1
4ε1
‖ f‖2

0 +
1

4ε2
‖χ‖2

0 . (18)

Оценим далее ‖ux‖2
0. Для этого заметим, что

u2 (x, t) =

 x∫
0

us (s, t)ds

2

6 x
x∫

0

u2
s (s, t)ds6 x

l∫
0

u2
x (x, t)dx. (19)

Проинтегрируем неравенство (19) сначала по x от 0 до l, а затем по t от 0 до T .
Будем иметь

l∫
0

u2 (x, t)dx6
l2

2

l∫
0

u2
x (x, t)dx, (20)

T∫
0

 l∫
0

u2 (x, t)dx

dt =
∫∫
Ω+

u2 (x, t)dxdt 6

6
l2

2

T∫
0

 l∫
0

u2
x (x, t)dx

dt =
l2

2

∫∫
Ω+

u2
x (x, t)dxdt. (21)

Или же окончательно
2
l2 ‖u‖

2
0 6 ‖ux‖2

0 . (22)

Для оценки ‖ut‖2
0 проинтегрируем неравенство

u2 (x, t) =

− T∫
t

us (x,s)ds

2

≤ t
T∫

0

u2
t (x, t)dt

по области Ω+, и, рассуждая аналогично, найдем:
2

T 2 ‖u‖
2
0 6 ‖ut‖2

0 . (23)

С учетом (22) и (23) из (18) получаем

M ‖u‖2
0 6

1
4ε1
‖ f‖2

0 +
1

4ε2
‖χ‖2

0 , (24)

где M = 2
l2 +

2
T 2 − 2ε2

T − ε1.

В силу произвольности ε1 и ε2 число M можно выбрать положительным. Тогда
окончательно получим

‖u‖2
0 6M1 ‖ f‖2

0 +M2 ‖χ‖2
0 , (25)

где M1 =
1

4ε1M , M2 =
1

ε2M .

Из априорной оценки (25) следует единственность регулярного решения исследу-
емой задачи.
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