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В работе для уравнения вида ux +uy = λux(x,0)+µuy(0,y) проводится исследова-
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Введение

В работе объектом исследования является уравнение вида

ux +uy = λ ux(x,0)+µ uy(0,y), (1)

где λ , µ заданные действительные константы.
Уравнение (1) относится к классу нагруженных дифференциальных уравнений [1].

В работе [2] нагруженные дифференциальные уравнения, когда порядок производ-
ной нагруженного слагаемого не меньше порядка уравнения, названы существенно
нагруженными дифференциальными уравнениями. В ряде работ [3]-[8] исследован
эффект влияния "нагрузки"на корректную постановку тех или иных начально крае-
вых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в частных
производных второго порядка гиперболического и параболического типов. Ниже бу-
дут приведены примеры начальных задач корректных для уравнения ux + uy = 0 и
некорректных для уравнения (1) и наоборот, некорректных для уравнения ux+uy = 0
и корректных для уравнения (1).

Представление решения

В уравнении (1) сделаем замену функции u(x,y) на υ(x,y) по формуле

u(x,y) = υ(x,y)+α υ(x,0)+β υ(0,y). (2)

Подставив (2) в (1) и приравнивая нулю коэффициенты при υx(x,0) и υy(0,y)
соответственно, получим

α =
λ

1−λ
, β =

µ

1−µ
(3)

при условии, что λ 6= 1 и µ 6= 1.
При этом уравнение (1) переходит в уравнение

υx +υy = 0,

общее решение которого имеет вид

υ(x,y) = f (x− y).

Следовательно, любое регулярное решение уравнения (1) имеет вид

u(x,y) = f (x− y)+α f (x)+β f (−y), (4)

где f (x) - произвольная непрерывно дифференцируемая функция, а α и β определя-
ются по формуле (3).

Начальные задачи

Задача 1. Найти регулярное решение уравнения (1) при условии

u(x,a) = ϕ(x), −∞ < x < ∞, −∞ < a < ∞. (5)
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Известно, что задача 1 для уравнения

ux +uy = 0

имеет единственное решение

u(x,y) = ϕ(x− y+a) ∀ a ∈]−∞,∞[.

Теорема 1.1. Пусть λ 6= 0, λ 6= 1, µ 6= 1, a 6= 0. Тогда однородная задача,
соответствующая задаче 1 для уравнения (1) имеет бесчисленное множество
решений.

Доказательство. Удовлетворяя (4) условию (5), когда ϕ(x) = 0, получим

f (x−a)+α f (x)+β f (−a) = 0. (6)

Пусть a> 0. Непосредственной подстановкой можно убедиться, что функция f (x),
представимая в виде

f (x) = (−α)ng(x−an), an6 x6 a(n+1), n ∈ Z,

g : [0,a]→ R – произвольная функция, удовлетворяющая условиям

g(0) = g(a) = g′(0) = g′(a) = 0,

является непрерывно дифференцируемым решением уравнения (6).
В случае a < 0 можно провести аналогичные рассуждения. Итак, мы доказали,

что однородная задача имеет бесчисленное множество решений.
Задача 2. Найти регулярное решение уравнения (1) при условии

u(a,y) = ϕ(y), −∞ < y < ∞, −∞ < a < ∞. (7)

Теорема 2.1. Пусть µ 6= 0, λ 6= 1, µ 6= 1, a 6= 0. Тогда однородная задача,
соответствующая задаче 2 для уравнения (1) имеет бесчисленное множество
решений.

Доказательство теоремы 2.1 проводится по той же схеме, что и доказательство
теоремы 1.1.

Как известно, единственное решение задачи 2 для уравнения

ux +uy = 0

выписывается по формуле

u(x,y) = ϕ(y− x+a) ∀ α ∈]−∞,∞[.

Теорема 1.2. Пусть λ 6= 1, µ 6= 1, a = 0. Тогда задача 1 имеет единственное
решение и оно представимо в виде

u(x,y) =
1

1+α
[ϕ(x− y)+α ϕ(x)+β ϕ(−y)−β ϕ(0)] . (8)

Доказательство. Удовлетворяя (4) условию (5) при a = 0, получим

f (x)+α f (x)+β f (0) = ϕ(x),
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отсюда, учитывая, что α = λ

1−λ
6=−1, получим

f (x) =
1

1+α
[ϕ(x)−β f (0)] =

1
1+α

[
ϕ(x)− β

1+α +β
ϕ(0)

]
.

Подставляя, полученное для f (x) выражение в (4) получим (9).
Теорема 2.2. Пусть λ 6= 1, µ 6= 1, a = 0. Тогда задача 2 имеет единственное

решение, которое представимо в виде

u(x,y) =
1

1+β
[ϕ(y− x)+αϕ(−x)+βϕ(y)−αϕ(0)] . (9)

Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1.2.
Хорошо известно, что однородная задача соответствующая задаче 1 для уравнения

ux +uy = 0

имеет бесчисленное множество решений

u(x,y) = g(x− y),

где g(x) произвольная непрерывно дифференцируемая функция, такая что g(0) = 0.
Задача 3. Найти регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее усло-

вию
u(x,x) = ϕ(x), −∞ < x < ∞. (10)

Теорема 3.1. Пусть λ и µ не обращаются в нуль одновременно, λ 6= 1, µ 6= 1.
Тогда любое регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее условию (11)
представимо в виде

u(x,y) =
1

α2−β 2

[
α ϕ(x− y)−β ϕ(y− x)+α

2
ϕ(x)−

− α β ϕ(−x)+α β ϕ(−y)−β
2

ϕ(y)
]
− ϕ(0)

α +β
. (11)

Доказательство. Удовлетворяя (4) условию (11), получим

f (0)+α f (x)+β f (−x) = ϕ(x),

отсюда
α f (x)+β f (−x) = ϕ(x)− cϕ(0), (12)

где c = (1+α +β )−1.
Заменив в (12) везде x на −x, для нахождения f (x) получим следующую систему

уравнений
α f (x)+β f (−x) = ϕ(x)− cϕ(0),

β f (x)+α f (−x) = ϕ(−x)− cϕ(0),

которая, очевидно, при α2−β 2 6= 0 имеет единственное решение

f (x) =
1

α2−β 2 [α ϕ(x)−β ϕ(−x)]− ϕ(0)
(1+α +β )(α +β )

. (13)
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Подставляя (13) в (4) получим формулу (12). Непосредственной проверкой можно
убедиться, что функция u(x,y), представимая формулой (12) удовлетворяет уравне-
нию (1) и условию (11).

Пусть теперь носителем данных Коши является некоторый отрезок [−c,d], где
c > 0 и d > 0. Тогда из формул (9) и (10) видно, что областью определения решения
задач 1-2 при a = 0 является одна и та же область, а именно шестиугольник с
вершинами в точках (−c,0), (0,c), (d,c), (d,0), (0,−d) и (−c,−d) соответственно.

В случае задачи 3 областью определения будет служить шестиугольник с верши-
нами в точках (−b,0), (0,b), (b,b), (b,0), (0,−b) и (−b,−b), где b = min{c,d}
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