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Рассматривается дифференциальное уравнение Риккати с дробной производной
переменного порядка. Введение производной дробного переменного порядка в
исходное уравнение определяет свойство среды – эффект памяти или эредитар-
ность, который заключается в зависимости текущего состояния динамической
системы от предыдущих ее состояний.
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Введение

Дифференциальные уравнения дробных порядков представляют большой инте-
рес для исследования, так как часто находят свое применение во многих областях
науки, таких как: математика, физика и др. [1], [2]. Уравнения с дробными производ-
ными принадлежат классу интегро-дифференциальных уравнений и называются по
терминологии В. Вольтерра эредитарными [3]. Данное понятие означает наличие в
изучаемом процессе эффекта памяти или нелокальности по времени. Нелокальность
по времени, содержащаяся в ядре интегрального оператора исходного уравнения и
будет называется функцией памяти. Если функция памяти является степенной, то мы
естественным образом переходим к уравнениям с дробными производными, которые
изучаются в рамках дробного исчисления [4].

В работе объектом нашего исследования будет уравнение Риккати [5] с уче-
том эредитарности. Эредитарость в уравнение Риккати характеризуется производной
дробного переменного порядка. Отметим, что в работе [6] авторы исследовали эреди-
тарное уравнение Риккати, когда порядок дробной производной является константой.

Постановка задачи и метод решения

Рассмотрим следующее эредитарное уравнение [1]:∫ t

0
K(t− τ)u̇(τ)dτ +u2(t)−1 = 0, (1)

где K(t−τ) – функция памяти, t ∈ [0,T ],T > 0 – время моделирования, u(t) – функция
решения. Уравнение (1) является аналогом классического уравнения Рикккати [5] и
оно учитывает эффект памяти.

Если функция памяти K(t− τ) является функцией Хевисайда, то мы можем го-
ворить, что процесс обладает полной памятью, если это функция Дирака, то память
отсутствует. Поэтому будем рассматривать функцию памяти в виде степенной функ-
ции:

K(t− τ) =
(t− τ)(−α(t))

Γ(1−α(t))
,0 < α(t)< 1, (2)

где Γ(1−α(t)) – гамма-функция (функция Эйлера).
Процессы с функцией памяти вида (2) называются процессами с частичной по-

терей памяти и требуют особого внимания в их изучении, т.к. многие естественные
процессы имеют степенные законы распределения, в большинстве случаев которые,
будут приводить к понятию фрактальности или фракталу [7].

Подставив функцию памяти (2) в эредитарное уравнение (1) мы получим следу-
ющее интегро-дифференциальное уравнение, называемое уравнением Риккати:

1
Γ(1−α(t))

∫ t

0

u̇(τ)
(t− τ)α(t)

dτ +u2(t)−1 = 0. (3)

В уравнении (3) введем следующее обозначение:

∂
α(t)
0t u(τ) =

1
Γ(1−α(t))

∫ t

0

u̇(τ)
(t− τ)α(t)

dτ, (4)

которое является обобщением дробного оператора Капуто или Герасимова-Капуто.
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Заметим, что существуют другие определения производной дробного переменно-
го порядков [8], но остановимся на определении (4). Теперь уравнение (3) можно
переписать в более компактной форме:

∂
α(t)
0t u(τ)+u2(t)−1 = 0, (5)

для которого справедливо начальное условие:

u(0) = ρ, (6)

где ρ – const.
В следствии вышесказанного, постановка задачи для эредитарного уравнения

Риккати в данном случае свелась к задаче Коши (5) и (6)
Следует заметить, что при α(t) – const, мы придём к задаче Коши, рассмотренной

в работе [6]. А если α(t) = 1, то задача сведётся к классической задаче Коши для
уравнения Риккати (5).

Так как задача Коши (5) и (6) в общем случае не имеет точного решения, то будем
использовать численные методы для ее решения. Для этого разобьём временной

отрезок t ∈ [0,T ] на N равных частей, где k =
T
N

– шаг дискретизации, и получим

что ti = ik, i = 0, ...,N − 1, а функция решения u(ti) = ui. Аппроксимацию дробной
производной (4) проведем согласно работе [9] в виде:

∂
α(t)
0t u(τ) = σαi,k

i

∑
j=1

ω j,αi(ui− j+1−ui− j), i = 1, ...,N−1, (7)

где σαi,k =
k−αi

Γ(2−αi)
, ω j,αi = j1−αi− ( j−1)1−αi.Так же можно показать, что аппрокси-

мация (7) имеет первый порядок.
Интегро-дифференциальную задачу Коши (5) и (6) можно переписать в разност-

ной постановке:

σαi,k

i

∑
j=1

ω j,αi(ui− j+1−ui− j) = 1−u2
i ,u0 = ρ. (8)

В результате получим систему нелинейных алгебраических уравнений, числен-
ное решение, в зависимости от вида функции α(t),которой было реализованно в
программе на языке программирования С++. Графики, приведённые в настоящей
работе, были построенны в системе компьютерной математики Maple.

Результаты моделирования их обсуждение

Рассмотрим следующие примеры численного решения задачи Коши (5) и (6) в
зависимости от различных представлений функции α(t) и значений управляющих
параметров.

ПРИМЕР 1. Рассмотрим случай, изученный в работе [6], когда α(t) = const. Зна-
чения управляющих параметров выберем следующими: t ∈ [0,T ],T = 3,N = 1000,k =
0.003,ρ = 0.2. Построим на одном графике несколько расчетных кривых, соответ-
ствующих различным значениям α(t).

46



Уравнение Риккати с переменной эредитарностью ISSN 2079-6641

Рис. 1. Семейство расчетных кривых,соответствующих решению системы (8) при
разных значениях параметра α(t).

На рис.1 показано семейство кривых, соответствующих решению задачи Коши
(5) и (6) зависимости от значений дробного параметра: α(t) = 1 (кривая 1 – будет
представлять классическое решение уравнения Риккати), α(t) = 0.9(кривая 2), α(t) =
0.7 (кривая 3), α(t) = 0.5 (кривая 4), α(t) = 0.3 (кривая 5), α(t) = 0.1 (кривая 6).

Замечено, что наличие дробного параметра α(t), при уменьшении его значения, в
исходном уравнение приводит к перестройке расчетных кривых численных решений
задачи Коши (5) и (6). Это связано с тем, что наличие памяти в рассматриваемом
процессе приводит к так называемым «тяжелым затягивающимся хвостам» в кривых
распределении, полученных решений, например, кривая 5 из (1).

Если среда обладает эффектами памяти, то иногда такую среду называют фрак-
тальной, а дробный параметр α(t) связан с ее характеристикой – фрактальной раз-
мерностью среды. Поэтому исследование данного параметра имеет важное значение
для различных приложений, где изучаются свойства среды или материалов.

Теперь рассмотрим случаи, когда α(t) – это функция, в том числе и случайной.

ПРИМЕР 2. Пусть α(t) ∈ [0,1] в соответствии с равномерным законом распреде-
ления. Значения управляющих параметров будут следующими: t ∈ [0,T ],T = 3,N =
1000,k = 0.01,ρ = 0.2.

На рис.2 приведены результаты моделирования. Введение α(t) как случайной
функции, изменение значений параметра представленно (рис.2а), приводит к слу-
чайной функции решения (рис.2b), что также отражено в хаотическом режиме на
фазовой плоскости (рис.3c), построенной в координатах (∂ α(t)

0t u(τ),u(t)).
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Рис. 2. Результаты моделирования для примера 2: а) поведение α(t); b) расчётные
кривые: 1 – классическое решение α(t) = 1; кривая численного решения си-
стемы (8); c) фазовая траектория.

ПРИМЕР 3. Рассмотрим пример, когда α(t) =
(1−δ −θ)cos(µt)+(θ −δ +φ)

2
, а

значения управляющих параметров будут следующими: δ = 0,θ = 0.05,µ = 9,φ =
1, t ∈ [0,T ],T = 30,N = 1000,k = 0.03,ρ = 0.
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Рис. 3. Результаты моделирования для примера 3: a) расчетные кривые: 1 – клас-
сическое решение уравнение Риккати; 2 – решение системы (8); c) фазовая
траектория.

Из результатов моделирования приведённых на рис.3, можно сделать вывод о
том, что: если выбрать параметр α(t) в виде тригонометрической функции, то ре-
шение задачи Коши (5) и (6) будет описывать колебательный режим. Колебатель-
ный режим, приведенный на (рис.3а (кривая 2)) похож на один из колебательных
режимов автогенератора Ван дер Поля, что имеет большой практический интерес
при моделировании нелинейных осцилляторов. Из (рис.3а) видно, что колебания
происходят сначала с возрастанием амплитуды, потом амплитуда устанавливается.
Действительно этот факт хорошо виден на (рис.3b). Фазовая траектория выходит
на предельный цикл, некоторую стабильную траекторию. Этот пример показывает,
что с помощью эредитарного уравнения Риккати с переменным дробным порядков
производной, можно моделировать различные колебательные режимы несмотря на
то, что 0 < α(t)< 1.

Погрешность метода и расчётная точность

Рассмотрим изменение абсолютной ошибки ε и расчётный порядок точности p =
ln(|ε|)
ln(τ)

схемы (8), при изменении шага k. Для вычисления абсолютной ошибки ε, в

примере 1 будем рассматривать разницу между точным и численным решением. В
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примерах 2 и 3, будем использовать правило Рунге [10]:

ε = max
(
|u2N [2i−1]−uN [i]|

2paprior−1

)
, (9)

где i= 1...N. Априорную точность paprior решения в данном методе положим равной 1.
Это следует из общего порядка аппроксимации схемы, задаваемого в граничных уз-
лах сетки, и равного 1, несмотря на то что аппроксимация задачи (5), (6) разностной
схемой (8) будет давать второй порядок.

Таблица 1

Исследование численной схемы (8)

N k = T/M ε p
Пример 1. α = 0.9999 Время расчета T = 3

65 0.04615 0.0080057826 1.569552780
131 0.02290 0.0040108135 1.461309925
263 0.01141 0.0020088245 1.388207803
527 0.005693 0.0010069838 1.335141320
1055 0.002844 0.0005117944 1.292511738
2111 0.001421 0.0002509894 1.264446995

N k = T/M ε p
Пример 2

65 0.3077 - -
131 0.1527 0.177863110 0.9187311426
263 0.07605 0.1719669330 0.6832938221
527 0.03795 0.1879743500 0.5109173073
1055 0.01896 0.1659797310 0.4528711939
2111 0.00947 0.1538727525 0.4017074643

Пример 3
65 0.3077 - -
131 0.1527 0.157214319 0.9843999572
263 0.07605 0.093047735 0.9216824185
527 0.03795 0.047894435 0.9288660948
1055 0.01896 0.024516910 0.9351487980
2111 0.00947 0.01227877 0.9443462189

Из таблицы 1 следует, что абсолютная ошибка ε уменьшается при уменьшении
шага k. В первом и третьем случае ошибка будет уменьшаться пропорционально
уменьшения шага, однако во втором ε → 0 медленно и неравномерно, как видно на
(рис.4) видимо это как-то связано с случайностью распределения α(t).

Расчётный порядок точности p в первом случае ожидаемо стремится к 1. Од-
нако во втором случае порядок точности резко падает при малых значениях N, и
замедляется при больших. В третьем же случае, порядок точности при малых N так
же падает, но не столь резко, однако при N > 263 вновь начинает расти (рис.5), и
вероятно так же будет стремится к 1. Такое поведение в примерах 2 и 3 возможно
объясняется свойствами логарифма при вычислении p.
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Рис. 4. Поведение ошибки в Примере 2, в зависимости от N

Рис. 5. Поведение ошибки в Примере 2, в зависимости от N

Заключение

Подводя итоги моделирования в настоящей работе, можно сделать следующие
выводы. Введение дополнительного дробного параметра α(t) в уравнение Риккати,
приводит к появлению новых кривых распределений, которые характеризуют реше-
ния задачи Коши (5) и (6), вследствие чего, можно моделировать колебательные
режимы и строить модели различных сигналов, это несомненно заслуживает внима-
ния для решения прикладных задач [12].
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Результаты исследования абсолютной ошибки и расчётного порядка точности для
примера 1, позволяют предположить что численная схема (8) применима к данной
задаче.

Возможное продолжение исследования эредитарного уравнения Риккати связано
с прикладными задачами, например в экономике [11], а также в решении обратной
задачи оценки параметра α(t) по известным экспериментальным данным.

Выражаю благодарность своему научному руководителю к.ф.-м.н., Паровику Ро-
ману Ивановичу за ценные советы при планировании исследования и рекомендации
по оформлению статьи.
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