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В работе рассматриваются вопросы корректности одной линейной обратной зада-
чи для уравнения смешанного типа второго рода, второго порядка в трёхмерном
пространстве. Для этой задачи методами «ε -регуляризации», Галеркина и по-
следовательностью приближений доказаны теоремы существования и единствен-
ности решения в определенном классе.
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Введение

В процессе исследования нелокальных задач была выявлена тесная взаимосвязь
задач с нелокальными краевыми условиями и обратными задачами. К настоящему
времени достаточно хорошо изучены обратные задачи для уравнений параболическо-
го, эллиптического и гиперболического типов. [1,2,8,9,12]. Значительно менее изу-
ченными являются обратные задачи для уравнений смешанного типа [6,10,11].

Частично восполнить данный пробел мы и попытаемся в рамках этой работы.

Формулировка задачи

В области Q = (0,1)× (0,T )× (0, `) = Q 1× (0, `) рассмотрим дифференциальное
уравнение второго порядка.

Lu = K(x, t)utt−∆u+α (x, t)ut + c(x, t)u = ψ (x, t,y) (1)

где ∆u = uxx + uyy оператор Лапласа в плоскости. Предположим, что коэффициенты
уравнения (1) достаточно гладкие функции и пусть K(x,0)≤ 0≤ K(x,T ). Уравнения
(1) относится к уравнениям смешанного типа второго рода, так как на знак функции
K(x, t) по переменной t внутри области Q не налагается никаких ограничений [3].

Задача 1. (Нелокальная краевая задача) Найти решение уравнения (1) удовле-
творяющее условиям.

γ u(x,0,y) = u(x,T,y) (2)

Dp
x u|x=0 = Dp

x u|x=1 (3)

Dp
y u
∣∣
y=0 = Dp

y u
∣∣
y=`

, p = 0,1, (4)

где γ − const 6= 0, такое что γ ∈ (1,∞). Отметим, что в работах [4,5] в случае
K(x,0) ≤ 0 ≤ K(x,T ). при определенных условиях на коэффициенты уравнения и
правую часть уравнения (1) была доказана корректность решения задачи (2)-(4)
из пространства С.Л. Соболева W l

2(Q), когда 2≤ l-целое число.
В данной работе при дополнительном условии решение уравнения (1) ищется

в определенных классах- как само решение, так и правая часть уравнения. Пусть
ψ (x, t,y) = g(x, t,y)+h(x, t) · f (x, t,y), где g(x, t,y) и f (x, t,y) – заданные функции.

Задача 2. (Линейная обратная задача) Найти функции (u(x, t,y), h(x, t)) удо-
влетворяющие уравнению (1) в области Q, такие, что функция u(x, t,y) удовле-
творяет краевым условиям (2)-(4) и дополнительному условию

u(x, t, `0) = φ (x, t), (5)

где 0 < `0 < ` <+∞ .
Теорема 1. Пусть выполнены вышеуказанные условия для коэффициентов

уравнения (1), кроме того, пусть 2α − |Kt |+ λK ≥ δ1 > 0; λ c− c t ≥ δ2 > 0;
гдеλ = 2

T lnγ такое, что γ ∈ (1,∞), α(x,0) = α(x,T ), c(x,0) = c(x,T ), пусть да-
лее (1+D 3

y)g ∈W 1
2(Q); γ g(x,0,y) = g(x,T,y); g(x, t, `0) = g0(x, t) ∈W 1

2(Q1) (1+D 3
y) f ∈

W 2
2(Q); γ f (x,0,y) = f (x,T,y); f (x, t, `0) = f0(x, t) ∈W 2

2(Q1); | f0(x, t)| ≥ η > 0.
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Предположим, что заданная функция φ (x, t)∈W 2
2(Q 1) является решением сле-

дующей задачи

L0φ = K(x, t)φ tt−φxx +α (x, t)φ t + c(x, t)φ = g 0(x, t)
γ ·φ (x,0) = φ (x,T ); Dp

x φ
∣∣
x=0 = Dp

x φ
∣∣
x=1, p = 0,1.

однозначная разрешимость и гладкость решения, которой изучена в [4,5], и
пусть существует положительное число ν такое, что δ0−6ν ≥ δ∗ > 0

2ρ ≡M ·
∞

∑
s=0

(1+µ
6
s ) ‖ fs ‖2

W 1
2(Q1)

< δ∗,δ0 =min{δ1,δ2,λ} ;M−const (δ0;η ;ν
−1; ||g0||;mes(Q1))

Тогда функции

u(x, t,y) =
∞

∑
s=0

us(x, t)Ys(y),h(x, t) =
1
f0

∞

∑
s=0

µ
2
s us(x, t)Ys(`0)

являются решением линейной обратной задачи (1)-(5) из класса

U = {(u,h)| u ∈W 2
2(Q);h ∈W 2

2(Q1 );D 3
y {u xx , u tx , u tt} ∈ L2(Q); D 4

yu ∈ L2(Q)}

где, функции Yk(y) = {
1√
`
,

√
2
`

cos µky,

√
2
`

sin µky}, µ2
s = (

2πs
`

)2, k ∈ N0 = N ∪{0}, N

– множества натуральных чисел, являются решениями спектральное задачи
Штурма- Лиувилля с периодическими условиями. Известно, что система соб-
ственных функций {Yk(y)} – фундаментальна в пространстве L2(Q)и в нем обра-
зует ортонормированный базис [14], а функции us(x, t); s = 0, 1, 2, 3, ... являются
решением в области Q1 соответствующих нагруженных задач.

Lus = L0 us +µ
2
s us = gs +

fs

f0
·

∞

∑
m=0

µ
2
m umYm(`0)≡ Fs(us) (6)

γ us (x,0) = us (x,T ) (7)

Dp
x us|x=0 = Dp

x us|x=1, p = 0,1 (8)

где

fs =

√
2
`
·

`∫
0

f (x, t,y)Ys(y)dy; gs =

√
2
`
·

`∫
0

g(x, t,y)Ys(y)dy.

Нагруженным уравнением принято называть уравнения с частными произ-
водными, содержащие в коэффициентах значения тех или иных функционалов
от решения уравнения [7,8,9].

Доказательство. Докажем теорему 1 поэтапно. Сначала покажем, что функ-
ция u(x, t,y) удовлетворяет дополнительному условию (5), т.е. u(x, t, `0) = φ (x, t). По-
ложим противное. Пусть u(x, t, `0) = v(x, t) 6= φ (x, t), тогда для функции z(x, t) =
v(x, t)−φ(x, t)в области Q1 из (6)-(8) получим

L0z = K(x, t)z tt− zxx +α (x, t)z t + c(x, t)z = 0 (9)

9
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γ · z(x,0) = z(x,T ); Dp
x z|x=0 = Dp

x z|x=1, p = 0,1 (10)

Из единственности решения задачи (9),(10) [4,5] следует что z(x, t) = 0, т.е.
v(x, t) = φ(x, t). В дальнейшем при доказательстве теоремы 1 нам понадобятся следу-
ющие обозначения и вспомогательные леммы. Пусть us,ε ∈W 2

2 (Q1), тогда определим
пространства Wi(Q1); i = 0,1,2 с соответствующее нормой

〈us,ε〉2i =
∞

∑
s=0

(1+µ
6
s )‖us,ε‖2

W i
2(Q1)

; i = 0,1,2

при i = 0; W0(Q1) = L2(Q1). Очевидно, что пространства Wi(Q1); i = 0,1,2 с заданной
нормой являются банаховыми [13]. Из теоремы вложения Соболева следует

W2(Q1)⊂W1(Q1)⊂W0(Q1).

Теорема 2. Пусть выполнены все вышеуказанные условия теоремы 1,тогда
существует единственное решение задачи (6)-(8) из пространства W2(Q1).

Доказательство. Сначала докажем разрешимость задачи (6)-(8), методами ε –
регуляризации, последовательных приближений и априорных оценок [2,3,4,5,13], а
именно рассмотрим семейство уравнений

Lεu(l)s,ε =−ε
∂

∂ t ∆u(l)s,ε +L0 u(l)s,ε +µ2
s u(l)s,ε = gs +

fs
f0
·

∞

∑
m=0

µ2
m u(l−1)

m,ε Ym(`0)≡ Fs(u
(l−1)
s,ε )

(11)

γ Dq
t u(l)s,ε(x,0) = Dq

t u(l)s,ε(x,T ); q = 0,1,2 (12)

Dp
x u(l)s,ε

∣∣∣
x=0

= Dp
x u(l)s,ε

∣∣∣
x=1

, p = 0,1 (13)

где ε > 0, l = 0,1,2, .......; γ− const 6= 0, такое что γ ∈ (1,∞)

Лемма 1. Пусть выполнены все условия теоремы 2, тогда для решения задачи
(11)-(13) справедливы следующие оценки

I) ε

δ∗
(
〈

∂ 2

∂ t2 u(l)s,ε

〉2

0
+

〈
∂ 2u(l)s,ε
∂ t ∂x

〉2

1
)+
〈

u(l)s,ε

〉2

1
≤ const(/l),

II) ε

δ∗

〈
∂∆u(l)s,ε

∂ t

〉2

0
+
〈

u(l)s,ε

〉2

2
≤ const(/l).

Символом const (/l)здесь и далее обозначим постоянную, независящую от l.
Доказательство. Применяя результаты работы [2,4,5,6], методы индукции, апри-

орных оценок и теоремы вложения С.Л. Соболева к тождествам

2(Lεu(l)s,ε −Fs(u
(l−1)
s,ε ),exp(−λ t)

∂

∂ t
u(l)s,ε)0 = 0,−2(Lεu(l)s,ε −Fs(u

(l−1)
s,ε ),exp(−λ t

2
)∆`u(l)s,ε)0 = 0,

где (·, ·)0 -обычное скалярное произведение в L2(Q1), ∆w = wtt +wxx оператор Лапласа
по переменным t и x.

∆`w = exp(−λ t
2
)

[
∂∆w
∂ t
−λ wtt +

λ 2

4
wt

]
,

10
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после интегрирования получим соответственно первую и вторую оценки. Лемма 1
доказана. �

Теперь введём новую функцию из W2(Q1) по формуле v(l)s,ε = u(l)s,ε −u(l−1)
s,ε ;ε > 0;s =

0,1,2, . . . ; l = 1,2,3, . . . . Тогда для неё справедлива следующая лемма.
Лемма 2. Пусть выполнены все условия теоремы 2 и леммы 1. Тогда для

функции
{

v(l)s,ε

}
∈W2(Q1) справедливы следующие оценки.

III) ε

δ∗
(
〈

∂ 2

∂ t2 v(l)s,ε

〉2

0
+

〈
∂ 2u(l)s,ε
∂ t∂x

〉2

0
)+
〈

v(l)s,ε

〉2

1
≤
(

ρ

δ∗

)(l)
const(/l),

IV) ε

δ∗

〈
∂

∂ t ∆v(l)s,ε

〉2

0
+
〈

v(l)s,ε

〉2

2
≤
(

ρ

δ∗

)(l)
const(/l).

Доказательство. Так как для функции
{

u(l)s,ε

}
∈ W2(Q1) справедливы оценки

I),II), то, повторяя рассуждения леммы 1, получим утверждение леммы 2. �
Лемма 3. Пусть выполнены все утверждения теоремы 2 и леммы 1 и 2. Тогда

задача (11)-(13) однозначно разрешима в W2(Q1), такое что

ε ·
∂∆u(l)s,ε

∂ t
∈W0(Q1),

Доказательство. Докажем методом сжимающих отображений [2,6,13,14]. Опре-
делим в пространстве W2(Q1) оператор.

u(l)s,ε = L−1
ε Fs(u

(l−1)
s,ε )≡ Pu(l−1)

s,ε

1. Покажем, что оператор P отображает пространства W2(Q1) в себя.
Пусть

{
u(l−1)

s,ε

}
∈W2(Q1), тогда для решения задачи (11)-(13), справедливо утвер-

ждение леммы-1,т.е. справедлива оценка II). Отсюда для любых l = 1,2,3..., получим{
u(l)s,ε

}
∈W2(Q1). Таким образом P : W2(Q 1)→W2(Q1)

2. Покажем, что P-сжимающий оператор.
Пусть {u(l)s,ε}, {u(l−1)

s,ε } ∈W2(Q1). Рассмотрим новую функцию v(l)s,ε = u(l)s,ε−u(l−1)
s,ε , для

нее справедливо утверждение леммы-2, т.е. справедлива оценка IV),т.е.

ε

δ∗

〈
∂

∂ t
∆v(l)s,ε

〉2

0
+
〈

v(l)s,ε

〉2

2
≤
(

ρ

δ∗

)(l)

const(/l).

Таким образом P-сжимающий оператор; по известному принципу сжимающих
отображений [2,13,14], задача (11)-(13) имеет единственное решение, принадлежащее

пространству us,ε ∈W2(Q1), такое, что ε ·
∂∆us,ε

∂ t
∈W0(Q1),при ε > 0. �

Теперь докажем теорему 2. Пусть {us,ε } ∈W2(Q1) при фиксированном ε > 0 есть
единственное решение задачи (11)-(13). Тогда при ε > 0 для любого s = 0,1,2,3, . . .
справедливо неравенство IV). По теореме о слабой компактности [3,13], из огра-
ниченной последовательности {us,ε } можно извлечь слабо сходящуюся под после-
довательность

{
us,ε j

}
, такую, что us,ε j → us слабо в W2(Q1) при ε j → 0. Покажем,

что предельная функция us(x, t) удовлетворяет уравнению (6) почти всюду в W2(Q1).
Действительно, так как под последовательность

{
us,ε j

}
слабо сходится в W2(Q1), а

оператор L− линеен, то при фиксированном s имеем

Lus−Fs = ε j
∂∆us,ε j

∂ t
+L0(us,ε j −us)

11
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Переходя к пределу при ε j → 0, получаем Lus = Fs почти всюду. При фиксиро-
ванном s функция us(x, t) будет единственным решением задачи (6)-(8) из W2(Q1).
Чтобы доказать единственность задачи (6)-(8) рассмотрим следующее тождество

2(Lus−Fs,exp(−λ t)
∂

∂ t
us)0 = 0

Применяя метод априорных оценок [4,5,13] при выполнений условий теоремы
в W2(Q1) получаем неравенство 〈us〉1 ≤ 0. Отсюда следует единственность решения
задачи (6)-(8). Тем самым доказана теорема 2. �

Теперь докажем теорему 1. Так как выполнены все условия теоремы 1,2, ис-
пользуя равенства Парсеваля – Стеклова [13,14] для решения задачи (6)-(8) получим
решение задачи (1)-(5) из указанного класса U. Тем самым доказана теорема-1. �
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