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Введение

В теории и приложениях широко используются различные модификации и обоб-
щения классических операторов интегрирования и дифференцирования дробного по-
рядка. К таким модификациям относятся, в частности, операторы Эрдейи - Кобера
(см. [1, гл. IV, п. 18; гл. VII, п. 37 ], [2], [3, гл. I, II]). Их различные модифика-
ции, обобщения и приложения могут быть найдены в работах А. Эрдейи [4]-[8],
И. Снеддона [2], [9], Дж. Лоундеса [10]-[12] и В. Кирьяковой [3].

В работе Лоундеса [10] был введен и исследован обобщенный оператор Эрдейи -
Кобера с функцией Бесселя в ядре

Jλ (η , α) f (x) = 2α
λ

1−αx−2α−2η

x∫
0

t2η+1
Jα−1

(
λ
√

x2− t2
)

(x2− t2)(1−α)/2
f (t)dt, (1)

где α,η , λ ∈ R, α > 0, η ≥ −1/2, Jν(z) -функция Бесселя первого рода порядка ν .
Оператор (1) при λ = 0 совпадает с обычным оператором Эрдейи - Кобера [1, гл. IV,
п. 18]

Iη ,α f (x) =
2x−2(η+α)

Γ(α)

x∫
0

(x2− t2)α−1t2η+1 f (t)dt, (2)

где Γ(α) - гамма-функция Эйлера.
Основные свойства операторов Iη ,α и Jλ (η , α) можно найти в книге [1, гл. IV,

п. 18; гл. VII, п. 37 ].
Заметим, что свойства оператора (1) в весовых пространствах Lp(0,∞) были изу-

чены в работах [13] и [14]. В них обобщенные операторы Эрдейи - Кобера названы
операторами Лоундеса.

Для операторов (1) и (2) справедлива следующая теорема (см. [1, Лемма 40.2],
[6], [11]).

Теорема 1. Пусть α > 0, f (x) ∈C2(0,b), b > 0, x2η+1 f (x) интегрируема в нуле и
lim
x→0

x2η+1 f ′(x) = 0. Тогда

(Bx
η+α +λ

2)Jλ (η ,α) f (x) = Jλ (η ,α)Bx
η f (x), (3)

в частности, если λ = 0 , тогда

Bx
η+α Iη ,α f (x) = Iη ,αBx

η f (x), (4)

где Bx
η ≡ x−2η−1 ∂

∂x
x2η+1 ∂

∂x
=

∂ 2

∂x2 +
2η +1

x
∂

∂x
-дифференциальный оператор Бесселя.

В статье [15] A.Вайнштейн для одного уравнения гиперболического типа с диффе-
ренциальным оператором Бесселя установил формулы, связывающие решения таких
уравнений при различных значениях параметра оператора Бесселя через дробный
интеграл. Эта идея существенно развита в работах A. Эрдейи [4]-[8], который, про-
должив исследования из статьи A. Вайнштейна [16], более подробно изучил свойства
дифференциального оператора Бесселя. В этих работах он доказал справедливость
равенства (4). Эрдейи, в основном, изучил свойства самих операторов вида (2), их
композиции и оценки норм.
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После А. Эрдейи его результаты были обобщены Дж. Лоундесом [11], где доказа-
но равенство (3). Полученные результаты Лоундес применил к решению некоторых
краевых задач для уравнения Лапласа со смешанными краевыми условиями. Кроме
того, в работе [12], применив равенство (3), он решил задачу Коши для многомерного
гиперболического уравнения с постоянными коэффициентами.

В данной работе исследованы композиции обобщенного оператора Эрдейи-Кобера
с дифференциальными операторами высокого порядка, в частности, со степенями
оператора Бесселя. Полученные результаты применены к решению аналога сингу-
лярной задачи Коши для итерированного дифференциального уравнения Клейна-
Гордона-Фока с оператором Бесселя.

В дальнейшем нам понадобится следующая форма оператора (1):

Jλ (η , α) f (x) =
2x−2(α+η)

Γ(α)

x∫
0

t2η+1(x2− t2)α−1J̄α−1

(
λ

√
x2− t2

)
f (t)dt. (5)

где J̄ν(z) - функция Бесселя - Клиффорда, которая выражается через функции Бес-
селя Jν(z) по формуле [1]:

J̄ν(z) = Γ(ν +1)(z/2)−νJν(z) = 0F1(ν +1;−z2/4) =
∞

∑
k=0

(−z2/4)k

(ν +1)kk!
. (6)

Оператор, обратный оператору (5), имеет вид [1]:

J−1
λ

(η ,α) f (x) =
2x−2η

Γ(p−α)

(
1
2x

d
dx

)p x∫
0

Īp−1−α

(
λ
√

x2− s2
)

(x2− s2)α−p+1 s2(η+α)+1 f (s)ds, (7)

где p= [α]+1, Īν(z) = J̄ν(iz) =Γ(ν+1)(z/2)−ν Iν(z), Iν(z) - модифицированная функция
Бесселя порядка ν , а [α]− целая часть числа α.

1. Обобщение свойств оператора Эрдейи-Кобера Jλ (η , α)

1.1. Композиция оператора Jλ (η , α) со степенями оператора Бесселя

Пусть [Bx
η ]

0 = E, E− единичный оператор, [Bx
η ]

m = [Bx
η ]

m−1[Bx
η ] - m−ая степень

оператора Бесселя. В дальнейшем m означает неотрицательное целое число.
Теорема 2. Пусть α > 0, η ≥−1/2, f (x)∈C2m(0,b), b> 0, функции x2η+1[Bx

η ]
k+1 f (x)

интегрируемы в нуле и lim
x→0

x2η+1 d
dx

[Bx
η ]

k f (x) = 0, k = 0,m−1. Тогда

[Bx
η+α +λ

2]mJλ (η ,α) f (x) = Jλ (η ,α)[Bx
η ]

m f (x), (8)

или
[Bx

η+α ]
mJλ (η ,α) f (x) = Jλ (η ,α)[Bx

η −λ
2]m f (x), (9)

в частности, если λ = 0, тогда

[Bx
η+α ]

mIη ,α f (x) = Iη ,α [Bx
η ]

m f (x).
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Доказательство. Теорему докажем методом математической индукции по m. При
m = 1 это доказано в теореме 1. Предположим, что равенство (8) имеет место при
m = k и докажем, что оно справедливо при m = k+1.

Из равенства

[Bx
η+α +λ

2]k+1Jλ (η ,α) f (x) = [Bx
η+α +λ

2][Bx
η+α +λ

2]kJλ (η ,α) f (x)

по предположению индукции, имеем

[Bx
η+α +λ

2][Bx
η+α +λ

2]kJλ (η ,α) f (x) = [Bx
η+α +λ

2]Jλ (η ,α)[Bx
η ]

k f (x).

В последнем равенстве, применяя теорему 1 для функций [Bx
η ]

k f (x) при выполне-

нии условий lim
x→0

x2η+1 d
dx

[Bx
η ]

j f (x) = 0, j = 0,k−1, которые обеспечивают применение

равенства (3), получим

[Bx
η+α +λ

2]k+1Jλ (η ,α) f (x) = Jλ (η ,α)[Bx
η ]

k+1 f (x).

Равенство (9) доказывается аналогично. Вторая часть теоремы 2, в силу J̄ν(0) = 1,
следует из (8) при λ = 0. �

Пусть функция u(x,y) = u(x1, x2, . . . ,xn, y) непрерывно дифференцируема до поряд-
ка 2m по переменной y и порядка не меньше чем m по x. Lx - не зависящий от y
линейный дифференциальный оператор любого конечного порядка по переменной
x ∈ Rn.

Теорема 3. Пусть α > 0, η ≥ −1/2, y2η+1[By
η ]

ku(x,y) интегрируемы при y→ 0 и

lim
y→0

y2η+1 ∂

∂y
[By

η ]
ku(x,y) = 0, k = 0,m−1. Тогда

[By
η+α +λ

2 +Lx]
mJ(y)

λ
(η ,α)u(x,y) = J(y)

λ
(η ,α)[By

η +Lx]
mu(x,y),

в частности, если λ = 0 , тогда

[By
η+α +Lx]

mI(y)η ,αu(x,y) = I(y)η ,α [B
y
η +Lx]

mu(x,y),

верхний индекс y в операторах означает переменную, по которой действуют
эти операторы.

Теорема 3 доказывается с помощью формального разложения оператора [(By
η +

λ 2)+Lx]
m по формуле [(By

η +λ 2)+Lx]
m =

m
∑

k=1
Ck

m (Lx)
m−k [By

η +λ 2]k и с применением

теоремы 2, где Ck
m = m!/[k!(m− k)!] - биномиальные коэффициенты.

1.2. Композиция обратного оператора J−1
λ

(η ,α) со степенями

дифференциального оператора Бесселя

Прежде чем приступить к исследованию свойств оператора (7) докажем некото-
рые свойства дифференциального оператора Бесселя, которые понадобятся в даль-
нейшем.

Лемма 1. Если q ∈ N, ϕ(x) ∈C2q(0,b), b > 0, то справедливо равенство

[Bx
η ]

qx−2η
ϕ(x) = x−2η [Bx

−η ]
q
ϕ(x) (10)
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Доказательство. Лемму докажем методом математической индукции по q. Пусть
q = 1. Непосредственным вычислением, имеем

[Bx
η ]x
−2η

ϕ(x) = x−2η−1 d
dx

x2η+1 d
dx

[x−2η
ϕ(x)] =

= x−2η−1 d
dx

[xϕ
′(x)−2ηϕ(x)] = x−2η{ϕ ′′(x)+ 1−2η

x
ϕ
′(x)}= x−2η [Bx

−η ]ϕ(x).

Предположим, что равенство (10) имеет место при q = k и докажем, что оно спра-
ведливо и при q = k+1. Действительно из равенства

[Bx
η ]

k+1x−2η
ϕ(x) = [Bx

η ][B
x
η ]

kx−2η
ϕ(x)

в силу предположения индукции, имеем

[Bx
η ]

k+1x−2η
ϕ(x) = [Bx

η ]x
−2η [Bx

−η ]
k
ϕ(x) = x−2η [Bx

−η ]
k+1

ϕ(x).

�
Аналогично доказывается и следующая лемма.
Лемма 2. Если p ∈ N, ϕ(x) ∈Cp+2(0,b), b > 0, то справедливо равенство

Bx
η

(
1
x

d
dx

)p

ϕ(x) =
(

1
x

d
dx

)p

Bx
η−pϕ(x)

или (
1
x

d
dx

)p

Bx
ηϕ(x) = Bx

η+p

(
1
x

d
dx

)p

ϕ(x).

Из лемм 1 и 2 вытекает следующее следствие.
СЛЕДСТВИЕ 1. Если ϕ(x) ∈C2q+p(0,b), b > 0, то справедливо равенство

[Bx
η ]

qx−2η

(
1
x

d
dx

)p

ϕ(x) = x−2η

(
1
x

d
dx

)p

[Bx
−η−p]

q
ϕ(x). (11)

Теперь перейдем к исследованию свойств оператора (7).
Теорема 4. Пусть p ∈ N, p−16 α < p, η >−1/2, g(x) ∈C2m(0,b), b > 0, функции

x2(η+α)+1[Bx
η+α ]

k+1g(x) интегрируемы в нуле и lim
x→0

x2(η+α)+1(d/dx)[Bx
η+α ]

kg(x) = 0,

k = 0,m−1. Тогда справедливы равенства[
Bx

η

]m J−1
λ

(η ,α)g(x) = J−1
λ

(η ,α)
[
Bx

η+α +λ
2]m g(x), (12)

[
Bx

η −λ
2]m J−1

λ
(η ,α)g(x) = J−1

λ
(η ,α)

[
Bx

η+α

]m g(x), (13)

в частности, если λ = 0, тогда[
Bx

η

]m I−1
η ,αg(x) = I−1

η ,α

[
Bx

η+α

]m g(x). (14)

Доказательство. Теорему докажем методом математической индукции по m.
Пусть m = 1. Покажем, что если lim

x→0
x2(η+α)+1g′(x) = 0, то имеет место равенство[

Bx
η

]
J−1

λ
(η ,α)g(x) = J−1

λ
(η ,α)

[
Bx

η+α +λ
2]g(x). (15)
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Из определения обратного оператора (7), имеем

[
Bx

η

]
J−1

λ
(η ,α)g(x) =

21−p

Γ(p−α)

[
Bx

η

]{
x−2η

(
1
x

d
dx

)p

G(x)
}
,

где

G(x) =
x∫

0

(x2−ξ
2)p−1−α Īp−1−α

(
λ

√
x2−ξ 2

)
ξ

2(η+α)+1g(ξ )dξ =

= x2(η+p)
1∫

0

(1− s2)p−1−α Īp−1−α

(
λx
√

1− s2
)

s2(η+α)+1g(xs)ds.

Из равенства (11) при q = 1, получим

[
Bx

η

]
J−1

λ
(η ,α)g(x) =

21−px−2η

Γ(p−α)

(
1
x

d
dx

)p [
Bx
−η−p

]
G(x). (16)

Учитывая определение оператора Бесселя, после вычисления первой производной,
имеем [

Bx
−η−p

]
G(x) = G1(x)+G2(x)+G3(x), (17)

где

G1(x) = x2(η+p)−1 d
dx

2(η + p)
1∫

0

(1− s2)p−1−α Īp−1−α

(
λx
√

1− s2
)

s2(η+α)+1g(xs)ds

 ,

G2(x) = x2(η+p)−1 d
dx

x
1∫

0

(1− s2)p−1−α d
dx

Īp−1−α

(
λx
√

1− s2
)

s2(η+α)+1g(xs)ds

 ,

G3(x) = x2(η+p)−1 d
dx

x
1∫

0

(1− s2)p−1−α Īp−1−α

(
λx
√

1− s2
)

s2(η+α)+2g′(xs)ds

 .

В равенстве G1(x), вычислив производную и применяя следующие формулы

d
dx

Īp−1−α

(
λx
√

1− s2
)
=

λ 2x
2(p−α)

(1− s2)Īp−α

(
λx
√

1− s2
)
,

(1− s2)p−1−α Īp−1−α

(
λx
√

1− s2
)
=− 1

2(p−α)

1
s

d
ds

[
(1− s2)p−α Īp−α

(
λx
√

1− s2
)]

,

а также учитывая условие lim
x→0

x2(η+α)+1g′(x) = 0, произведем интегрирование по ча-
стям, а затем, возвращаясь к старым переменным, получим

G1(x) =
η + p
p−α

λ
2x−2

x∫
0

(x2−ξ
2)p−α Īp−α

(
λ

√
x2−ξ 2

)
ξ

2(η+α)+1g(ξ )dξ +

+ x−2
x∫

0

(x2−ξ
2)p−α Īp−α

(
λ

√
x2−ξ 2

)
ξ

2(η+α)+1[Bξ

η+α ]g(ξ )dξ

 .
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Произведя аналогичные вычисления в выражениях G2(x) и G3(x), находим

G2(x) =−
η + p
p−α

λ
2x−2

x∫
0

(x2−ξ
2)p−α Īp−α

(
λ

√
x2−ξ 2

)
ξ

2(η+α)+1g(ξ )dξ+

+λ
2

x∫
0

(x2−ξ
2)p−1−α Īp−1−α

(
λ

√
x2−ξ 2

)
ξ

2(η+α)+1g(ξ )dξ ,

G3(x) =−
η + p
p−α

x−2
x∫

0

(x2−ξ
2)p−α Īp−α

(
λ

√
x2−ξ 2

)
ξ

2(η+α)+1[Bξ

η+α ]g(ξ )dξ+

+

x∫
0

(x2−ξ
2)p−1−α Īp−1−α

(
λ

√
x2−ξ 2

)
ξ

2(η+α)+1[Bξ

η+α ]g(ξ )dξ .

Подставляя найденные значения функций Gk(x), k = 1,2,3 в равенство (17), после
приведения подобных членов, получим

[
Bx
−η−p

]
G(x) =

x∫
0

(x2−ξ
2)p−1−α Īp−1−α

(
λ

√
x2−ξ 2

)
ξ

2(η+α)+1[Bξ

η+α +λ
2]g(ξ )dξ .

Подставляя в (16), последнее выражение, в силу определения обратного операто-
ра, получим равенство (15). Теперь предположим, что равенство (12) верно при m = n
и докажем, что оно верно и при m = n+1.

Из равенства [
Bx

η

]n+1 J−1
λ

(η ,α)g(x) =
[
Bx

η

][
Bx

η

]n J−1
λ

(η ,α)g(x),

в силу предположения индукции, имеем[
Bx

η

]n+1 J−1
λ

(η ,α)g(x) =
[
Bx

η

]
J−1

λ
(η ,α)

[
Bx

η+α +λ
2]n g(x).

В силу условия теоремы lim
x→0

x2(η+α)+1 d
dx [B

x
η+α ]

ng(x)= 0, для функции
[
Bx

η+α +λ 2]n g(x)

условия применимости формулы (15) выполняются. Поэтому, применяя формулу (15)
к последнему равенству, получим[

Bx
η

]n+1 J−1
λ

(η ,α)g(x) = J−1
λ

(η ,α)
[
Bx

η+α +λ
2]n+1

g(x).

Аналогично доказывается и формула (13). В силу J̄ν(0) = 1, из равенства (12) при
λ = 0 следует справедливость формулы (14). �

В частности, из формулы (12) и (14), при η =−1/2 и выполнении условий теоре-
мы 4, соответственно следует справедливость следующих равенств

d2m

dx2m J−1
λ

(−1/2, α) f (x) = J−1
λ

(−1/2, α)
[
Bx

α−1/2 +λ
2
]m

f (x),

d2m

dx2m I−1
−1/2,αg(x) = I−1

−1/2,α

[
Bx

α−1/2

]m
g(x).
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1.3. Производные высокого порядка оператора Jλ (η , α)

Пусть D0
η = E, Dη = x−2η

(
1
x

d
dx

)
x2η , Dm

η = Dm−1
η Dη = DηDη ...Dη - m - ая степень

оператора Dη , которая представима в виде Dm
η = x−2η

(
1
x

d
dx

)m

x2η .

Теорема 5. Пусть α > 0, η ≥−1/2, f (x) ∈Cm(0,b), b > 0, функции x2η+1Dk+1
η f (x)

интегрируемы в нуле и lim
x→0

x2ηDk
η f (x) = 0, k = 0,m−1. Тогда

Dm
η+αJλ (η ,α) f (x) = Jλ (η ,α)Dm

η f (x). (18)

Доказательство. Эта теорема также доказывается с применением метода мате-
матической индукции по m. Покажем, что равенство (18) справедливо при m = 1:

Dη+αJλ (η ,α) f (x) = Jλ (η ,α)Dη f (x). (19)

Рассмотрим функцию

Dη+αJλ (η ,α) f (x) =
2x−2(η+α)

Γ(α)
lim
ε→0

Fε(x)

где ε - достаточно малое положительное действительное число, а

Fε(x) =
(

1
x

d
dx

) x−ε∫
0

(x2− t2)α−1J̄α−1

(
λ

√
x2− t2

)
t2η+1 f (t)dt.

Применяя правило дифференцирования интеграла, получим

Fε(x) =
εα−1

x
(2x− ε)α−1J̄α−1

(
λ
√

ε(2x− ε)
)
(x− ε)2η+1 f (x− ε)+

+

x−ε∫
0

(
1
x

d
dx

)[
(x2− t2)α−1J̄α−1

(
λ

√
x2− t2

)]
t2η+1 f (t)dt

Далее, учитывая легко проверяемое равенство(
1
x

d
dx

)[
(x2− t2)α−1J̄α−1

(
λ

√
x2− t2

)]
=

=−
(

1
t

d
dt

)[
(x2− t2)α−1J̄α−1

(
λ

√
x2− t2

)]
,

имеем

Fε(x) =
εα−1

x
(2x− ε)α−1J̄α−1

(
λ
√

ε(2x− ε)
)
(x− ε)2η+1 f (x− ε)−

−
x−ε∫
0

(
d
dt

)[
(x2− t2)α−1J̄α−1

(
λ

√
x2− t2

)]
t2η f (t)dt.

Применяя к последнему интегралу правило интегрирования по частям и принимая
в внимание условие теоремы 5, после приведения подобных членов, получим

Fε(x) =−ε
αx−1(2x− ε)α−1J̄α−1

(
λ
√

ε(2x− ε)
)
(x− ε)2η f (x− ε)+
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+

x−ε∫
0

[
(x2− t2)α−1J̄α−1

(
λ

√
x2− t2

)]
t2η+1Dη f (t)dt.

Отсюда, в силу α > 0, при ε → 0 получим равенство (19).
Предположим, что равенство (18) справедливо при m = k. Докажем, что оно верно

при m = k+1.
Из равенства

Dk+1
η+αJλ (η ,α) f (x) = Dη+αDk

η+αJλ (η ,α) f (x)

по предположению индукции, при выполнении условий теоремы 5, имеем

Dη+αDk
η+αJλ (η ,α) f (x) = Dη+αJλ (η ,α)Dk

η f (x).

К правой части последнего равенства, применяя формулу (19) с учетом условий
теоремы 5, получим

Dk+1
η+αJλ (η ,α) f (x) = Jλ (η ,α)Dk+1

η f (x).

�
Из теоремы 5, в частности при η = 0, α > 0, f (x) ∈ Cm(0,b), b > 0, интегриру-

емости функции
d
dx

(
1
x

d
dx

)k

f (x) в нуле и lim
x→0

(
1
x

d
dx

)k

f (x) = 0, k = 0,m−1, следует

справедливость следующего равенства(
1
x

d
dx

)m x∫
0

(x2− t2)α−1J̄α−1

(
λ

√
x2− t2

)
f (t)tdt =

=

x∫
0

(x2− t2)α−1J̄α−1

(
λ

√
x2− t2

)[(1
t

d
dt

)m

f (t)
]

tdt. (20)

Кроме того, учитывая J̄ν(0) = 1, из равенства (20) при λ = 0, имеем(
1
x

d
dx

)m x∫
0

(x2− t2)α−1 f (t)tdt =
x∫

0

(x2− t2)α−1
[(

1
t

d
dt

)m

f (t)
]

tdt.

Теорема 6. Пусть α > 0, η >−1/2, f (x)∈C2m(0,b), b> 0, функции x2η+1[Bx
η ]

k+1 f (x)

интегрируемы в нуле и lim
x→0

x2η+1 d
dx

[Bx
η ]

k f (x) = 0, k = 0,m−1. Тогда

d2m

dx2m Jλ (η ,α) f (x) =
m

∑
j=0

am jx2 jJλ (η ,α +m+ j)
(
Bx

η −λ
2)m+ j

f (x), (21)

d2m+1

dx2m+1 Jλ (η ,α) f (x) =
m

∑
j=0

bm jx2 j+1Jλ (η ,α +m+ j+1)
(
Bx

η −λ
2)m+ j+1

f (x), (22)

где постоянные am j и bm j определяются из следующих рекуррентных соотноше-
ний:

a00 = 1, b00 = 1/2, bm j = (1/2)am j +2( j+1)am( j+1), 06 j 6 m,am j = 0, j > m,
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a(m+1) j = (1/2)bm( j−1)+(2 j+1)bm j, 16 j 6 m,bm j = 0, j > m,a(m+1)0 =

= bm0 = 2−(m+1)(2m+1)!!. (23)

Доказательство. Теорему докажем методом математической индукции по m. По-
кажем, что равенства (21) и (22) справедливы при m = 1.

Из определения обобщенного оператора Эрдейи-Кобера (5), после замены пере-
менной интегрирования по формуле t = xs, имеем

Jλ (η ,α) f (x) =
2

Γ(α)

1∫
0

(1− s2)α−1J̄α−1

(
λx
√

1− s2
)

s2η+1 f (xs)ds. (24)

Вычислим первую производную

d
dx

Jλ (η ,α) f (x) =
2

Γ(α)

1∫
0

(1− s2)α−1s2η+1 d
dx

[
J̄α−1

(
λx
√

1− s2
)

f (xs)
]

ds =

=
2

Γ(α)

1∫
0

(1− s2)α−1J̄α−1

(
λx
√

1− s2
)

s2η+2 f ′(xs)ds+

+
2

Γ(α)

1∫
0

(1− s2)α−1s2η+1 f (xs)
d
dx

[
J̄α−1

(
λx
√

1− s2
)]

ds.

Отсюда, применяя формулы

d
dx

J̄α−1

(
λx
√

1− s2
)
=−λ 2

2α
x(1− s2)J̄α

(
λx
√

1− s2
)
,

(1− s2)α−1J̄α−1

(
λx
√

1− s2
)
=− 1

2α

(
1
s

d
ds

)[
(1− s2)α J̄α

(
λx
√

1− s2
)]

,

получим

d
dx

Jλ (η ,α) f (x) =− 1
αΓ(α)

1∫
0

d
ds

[
(1− s2)α J̄α

(
λx
√

1− s2
)]

s2η+1 f ′(xs)ds−

− λ 2x
αΓ(α

1∫
0

(1− s2)α J̄α

(
λx
√

1− s2
)

s2η+1 f (xs)ds.

В первом интеграле, произведя интегрирование по частям, с учётом условия

lim
x→0

x2η+1 d
dx

f (x) = 0, имеем

d
dx

Jλ (η ,α) f (x) =
x

αΓ(α)

1∫
0

(1− s2)α J̄α

(
λx
√

1− s2
)

s2η+1 [Bxs
η −λ

2] f (xs)ds.
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Принимая во внимание формулу (24) и αΓ(α) = Γ(α+1), из последнего равенства
находим

d
dx

Jλ (η ,α) f (x) =
x
2

Jλ (η ,α +1)
[
Bx

η −λ
2] f (x). (25)

Теперь вычислим вторую производную

d2

dx2 Jλ (η ,α) f (x) =
1
2

Jλ (η ,α +1)
[
Bx

η −λ
2] f (x)+

+
x
2

d
dx

Jλ (η ,α +1)
[
Bx

η −λ
2] f (x).

Применяя формулу (25) ко второму слагаемому и учитывая условие теоремы,
имеем

d2

dx2 Jλ (η ,α) f (x) =
1
2

Jλ (η ,α +1)
[
Bx

η −λ
2] f (x)+

+
x2

4
Jλ (η ,α +2)

[
Bx

η −λ
2]2 f (x).

Вычисляя ещё раз производную и принимая во внимание равенство (25) и условия
теоремы, находим

d3

dx3 Jλ (η ,α) f (x) =
3x
4

Jλ (η ,α +2)
[
Bx

η −λ
2]2 f (x)+

+
x3

8
Jλ (η ,α +3)

[
Bx

η −λ
2]3 f (x).

Полученные формулы подтверждают справедливость формулы (21) и (22) при
m = 1. Предположим, что равенства (21) и (22) справедливы при m = k. Докажем,
что они верны при m = k+1. Рассмотрим производную

d2(k+1)

dx2(k+1)
Jλ (η ,α) f (x) =

d
dx

[
d2k+1

dx2k+1 Jλ (η ,α) f (x)
]
.

Принимая во внимание формулу (22) и (25), получим

d2(k+1)

dx2(k+1)
Jλ (η ,α) f (x) =

k

∑
j=0

bk j
d
dx

[
x2 j+1Jλ (η ,α + k+ j+1)

(
Bx

η −λ
2)k+ j+1

f (x)
]
=

k

∑
j=0

bk j

{
(2 j+1)x2 jJλ (η ,α + k+ j+1)

(
Bx

η −λ
2)k+ j+1

f (x) +

+
1
2

x2 j+2Jλ (η ,α + k+ j+2)
(
Bx

η −λ
2)k+ j+2

f (x)
}
.

После группировки подобных членов, имеем

d2(k+1)

dx2(k+1)
Jλ (η ,α) f (x) = bk0Jλ (η ,α + k+1)

(
Bx

η −λ
2)k+1

f (x)+

+

[
1
2

bk0 +3bk1

]
x2Jλ (η ,α + k+2)

(
Bx

η −λ
2)k+2

f (x)+
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+

[
1
2

bk1 +5bk2

]
x4Jλ (η ,α + k+3)

(
Bx

η −λ
2)k+3

f (x)+ · · ·+

+

[
1
2

bk(k−1)+(2k+1)bkk

]
x2kJλ (η ,α +2k+1)

(
Bx

η −λ
2)2k+1

f (x)+

+
1
2

bkkx2(k+1)Jλ (η ,α +2k+2)
(
Bx

η −λ
2)2(k+1)

f (x). (26)

Из рекуррентных формул (23) следует, что bk0 = a(k+1)0, bk j = 0, j > k, 1
2bk( j−1)+

(2 j+1)bk j = a(k+1) j, 16 j 6 k. Тогда из (26), получим

d2(k+1)

dx2(k+1)
Jλ (η ,α) f (x) =

k+1

∑
j=0

a(k+1) jx
2 jJλ (η ,α + k+ j+1)

(
Bx

η −λ
2)k+ j+1

f (x).

Аналогично доказывается и равенство (22). �

1.4. О граничных значениях производных высокого порядка оператора Jλ (η , α)

Теорема 7. Пусть α > 0, η >−1/2, f (x)∈C2m−1[0,b]∩C2m(0,b), b> 0, lim
x→0

[Bx
η ]

k f (x)=

ck, ck = const и lim
x→0

x2η+1(d/dx)[Bx
η ]

k f (x) = 0, k = 0,m−1. Тогда

[Bx
η+α ]

mJλ (η ,α) f (x)
∣∣
x=0 =

(α +η +1)m

(1/2)m

d2m

dx2m Jλ (η ,α) f (x)
∣∣∣∣
x=0

, (27)

d
dx

[Bx
η+α ]

mJλ (η ,α) f (x)
∣∣
x=0 = 0,

d2m+1

dx2m+1 Jλ (η ,α) f (x)
∣∣∣∣
x=0

= 0 (28)

в частности, если λ = 0, тогда

[Bx
η+α ]

mIη ,α f (x)
∣∣
x=0 =

(α +η +1)m

(1/2)m

d2m

dx2m Iη ,α f (x)
∣∣∣∣
x=0

(29)

d
dx

[Bx
η+α ]

mIη ,α f (x)
∣∣
x=0 = 0,

d2m+1

dx2m+1 Iη ,α f (x)
∣∣∣∣
x=0

= 0 (30)

Доказательство. Сначала покажем, что

Jλ (η ,α) f (x)|x=0 =
Γ(η +1)

Γ(α +η +1)
f (0). (31)

Равенство (24) перепишем в виде

Jλ (η ,α) f (x) =
1∫

0

F(x,s)ϕ(s)ds,

где F(x,s) = f (xs)J̄α−1

(
λx
√

1− s2
)
, ϕ(s) = [2/Γ(α)](1− s2)α−1s2η+1.

В силу J̄ν(0) = 1 и условий, наложенных на заданную функцию f (x), из послед-
него равенства следует, что функция F(x,s) интегрируема по s на отрезке [0,1] и
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lim
x→0

F(x,s) = f (0) = c0 равномерно относительно s ∈ [0,1], а функция ϕ(s) абсолютно

интегрируема в несобственном смысле на отрезке [0,1], так как

1∫
0

ϕ(s)ds =
2

Γ(α)

1∫
0

(1− s2)α−1s2η+1ds =
Γ(η +1)

Γ(α +η +1)
.

Тогда по теореме о предельном переходе под знаком несобственного интеграла,
зависящего от параметра [19], следует справедливость равенства (31).

Пусть g(x) = [Bx
η − λ 2]m f (x) =

m
∑

k=0
(−1)m−kCk

mλ 2(m−k)[Bx
η ]

k f (x). Учитывая условия

lim
x→0

[Bx
η ]

k f (x) = ck, ck = const, получим

g(0) =
m

∑
k=0

(−1)m−kCk
mλ

2(m−k)ck. (32)

Для функции f (x)∈C2m−1[0,b]∩C2m(0,b), b > 0, условия теоремы 2 выполняются.
Поэтому, применяя формулу (31) к равенству (9) и учитывая (32), имеем

[Bx
η+α ]

mJλ (η ,α) f (x)
∣∣
x=0 =

Γ(η +1)
Γ(α +η +1)

m

∑
k=0

(−1)m−kCk
mλ

2(m−k)ck. (33)

Кроме того для функции f (x) ∈ C2m−1[0,b]∩C2m(0,b), b > 0, выполняются условия
теоремы 6, т.е. lim

x→0
x2η+1 d

dx [B
x
η ]

k f (x) = 0, k = 0,m−1. Тогда из равенства (21), получим

d2m

dx2m Jλ (η ,α) f (x)
∣∣∣∣
x=0

= am0 Jλ (η ,α +m)
(
Bx

η −λ
2)m

f (x)
∣∣∣
x=0

.

Применяя к правой части последнего равенства формулу (31), с учетом (32) находим

d2m

dx2m Jλ (η ,α) f (x)
∣∣∣∣
x=0

= am0
Γ(η +1)

Γ(α +m+η +1)

m

∑
k=0

(−1)m−kCk
mλ

2(m−k)ck. (34)

Учитывая am0 = 2−m(2m−1)!! = (1/2)m, Γ(α +m+η +1) = Γ(α +η +1)(α +η +1)m
из равенств (33) и (34), получим справедливость формулы (27).

Теперь докажем справедливость равенства (28). Дифференцируя по x равенство

[Bx
η+α ]

mJλ (η ,α) f (x) = Jλ (η ,α)[Bx
η −λ

2]m f (x),

получим
d
dx

[Bx
η+α ]

mJλ (η ,α) f (x) =
d
dx

Jλ (η ,α)[Bx
η −λ

2]m f (x).

Далее, учитывая формулу

d
dx

Jλ (η ,α)g(x) =
x
2

Jλ (η ,α +1)
[
Bx

η −λ
2]g(x),

где g(x) = [Bx
η −λ 2]m f (x), имеем

d
dx

[Bx
η+α ]

mJλ (η ,α) f (x) =
x
2

Jλ (η ,α +1)
[
Bx

η −λ
2]m+1

f (x).
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Отсюда, рассуждая, как и выше, при x = 0 получим справедливость первого равен-
ства (28). Верность второго равенства в (28), следует из (22) при x = 0.

В силу J̄ν(0) = 1 и J0(η ,α) = Iη ,α , из равенств (27) и (28) соотственно, при λ = 0
следует справедливость формул (29) и (30). �

Доказанные теоремы позволяют сводить сингулярные (или вырождающиеся) урав-
нения высокого как четного, так и нечетного порядка к не сингулярным уравнениям
и тем самым поставить и исследовать корректные начальные и граничные задачи
для таких уравнений.

2. Приложения обобщенного оператора Эрдейи-Кобера к решению

аналога сингулярной задачи Коши

2.1. Постановка задачи

На важность исследования уравнений высокого порядка вида

Lmu = 0, m = 1,2, . . . (35)

указал А.В.Бицадзе [21], где L - линейный дифференциальный оператор второго
порядка, а Lm = Lm−1L - m -ая композиция этого оператора.

В этом направлении можно указать работу В.И.Жегалова [22], в которой уравне-
ние (35) исследовано, когда m> 1, а L≡ ∂ 2/∂x2+signx(∂ 2/∂y2) - оператор Лаврентьева-
Бицадзе. Различные задачи для уравнения (35), когда L− оператор Лаврентьева-
Бицадзе, а m = 2 исследованы в работах М.М.Смирнова [23] и М.М.Мередова [24].
Наиболее полную информацию об этих исследованиях можно найти в обзорном пле-
нарном докладе В.И.Жегалова [25]. В работе К.Б.Сабитова [26] для неоднородного
уравнения (1) с оператором Лаврентьева-Бицадзе, исследована положительность ре-
шения.

Аналог задачи Коши для уравнения (35), когда L− оператор гиперболическо-
го типа вида L ≡ ∂ 2/∂ t2−∆x, где ∆x -многомерный оператор Лапласа, исследованы
С.А.Гальпериным и В.Е.Кондрашовым [27], а в случае L≡ Bt

η−∆x, где Bt
η = ∂ 2/∂ t2+

[(2η + 1)/t](∂/∂ t) - оператор Бесселя действующий по временной переменной, при
η = (k−1)/2, k ∈ R, исследованы в работах С.А.Алдашева [28] и Л.А.Иванова [29].
В работе А.В.Глушак [30] исследованы итерированные задачи Коши и Дирихле с
оператором Бесселя в банаховом пространстве и установлены формулы решения за-
дачи Коши в терминах операторной функции Бесселя.

В настоящей работе, в отличие от цитированных источников, применим доказан-
ные свойства обобщенного оператора Эрдейи-Кобера к решению аналога сингулярной
задачи Коши для итерированного уравнения Клейна-Гордона-Фока – гиперболиче-
ского уравнения теории элементарных частиц квантовой механики [31].

В области Ω = {(x,y) : −∞ < x < +∞, 0 < y < +∞} требуется найти классическое
решение итерированного уравнения(

∂ 2

∂y2 −
∂ 2

∂x2 +
2β

y
∂

∂y
+λ

2
)m

u(x,y) = 0, (x,y) ∈Ω, (36)

удовлетворяющее начальным условиям

∂ 2ku
∂y2k

∣∣∣∣
y=0

= ϕk(x),
∂ 2k+1u
∂y2k+1

∣∣∣∣
y=0

= 0, x ∈ R, k = 0,m−1 (37)
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или
∂ 2ku
∂y2k

∣∣∣∣
y=0

= 0, y2β ∂ 2k+1u
∂y2k+1

∣∣∣∣
y=0

= ψk(x), x ∈ R, k = 0,m−1 (38)

где β , λ ∈ R, причем 0 < β < 1/2, и ϕk(x), ψk(x), (k = 0,m−1) - заданные дифферен-
цируемые функции.

2.2. Решение задачи

Предположим, что решение u1(x,y) задачи {(36), (37)} существует. Это решение
будем искать в виде

u1(x,y) = J(y)
λ

(−1/2, β )U(x,y), (39)

где U(x,y) -неизвестная дифференцируемая функция.
Подставим (39) в начальные условия (37) и применим теоремы 6 и 7. Затем,

подставляя (39) в уравнение (36) и используя теорему 3 при Lx =−∂ 2/∂x2, получим
задачу нахождения решения U(x,y) поливолнового уравнения(

∂ 2

∂y2 −
∂ 2

∂x2

)m

U(x,y) = 0, x ∈ R, y > 0, (40)

удовлетворяющего начальным условиям

∂ 2kU
∂y2k

∣∣∣∣
y=0

= Φk(x),
∂ 2k+1U
∂y2k+1 |y=0 = 0, x ∈ R, k = 0,m−1, (41)

где Φk(x) =
k
∑
j=0

γ jC
j
kλ 2(k− j)ϕ j(x), γ j = Γ( j+β +(1/2))/Γ( j+(1/2)) .

Решение задачи {(40), (41)} имеет вид [32]:

U(x,y) =
1
2
[p0(x+ y)+ p0(x− y)]+

+
m−1

∑
n=1

y
22n(n−1)!n!

x+y∫
x−y

[
y2− (x− s)2]n−1

pn(s)ds, (42)

где

pn(s) =
n

∑
k=0

(−1)kCk
nΦ

(2k)
n−k(s), Φ

(2k)
n−k(s) =

d2k

ds2k Φn−k(s), n = 0,m−1. (43)

Подставляя (42) в (39), получим

u1(x,y) =
1
2

J(y)
λ

(−1/2, β )[p0(x+ y)+ p0(x− y)]+

+
m−1

∑
n=1

1
22n(n−1)!n!

J(y)
λ

(−1/2, β )

y

x+y∫
x−y

[
y2− (x− s)2]n−1

pn(s)ds

=

= P0(x,y)+
m−1

∑
n=1

Pn(x,y)
22n(n−1)!n!

, (44)
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где

P0(x,y) =
1
2

J(y)
λ

(−1/2, β )[p0(x+ y)+ p0(x− y)] =

=
y1−2β

Γ(β )

y∫
0

(y2−η
2)β−1J̄β−1

(
λ

√
y2−η2

)
[p0(x+η)+ p0(x−η)]dη (45)

Pn(x,y) = J(y)
λ

(−1/2, β )

y

x+y∫
x−y

[
y2− (x− s)2]n−1

pn(s)ds

=

=
2y1−2β

Γ(β )

y∫
0

(y2−η
2)β−1J̄β−1

(
λ

√
y2−η2

)
×

×

η

x+η∫
x−η

[
η

2− (x− s)2]n−1
pn(s)ds

dη . (46)

Упростим выражения (45) и (46). В равенстве (45), разделив интеграл на два ин-
теграла и сделав в каждом из них замену переменной интегрирования соответственно
по формулам s = x+η и s = x−η , после несложных преобразований, получим

P0(x,y) =
y1−2β

Γ(β )

x+y∫
x−y

[
y2− (s− x)2]β−1

J̄β−1

(
λ

√
y2− (s− x)2

)
p0(s)ds. (47)

В равенстве (46), меняя порядок интегрирования, имеем

Pn(x,y) =
2y1−2β

Γ(β )

x+y∫
x−y

pn(s)Kn(x,y,s)ds, (48)

где

Kn(x,y,s) =

y∫
|s−x|

(y2−η
2)β−1J̄β−1

(
λ

√
y2−η2

)[
η

2− (x− s)2]n−1
ηdη .

В последнем интеграле, произведя замену переменных η2 =(s−x)2+[y2−(s−x)2]t,
получим

Kn(x,y,s) = (1/2)σβ+n−1
1∫

0

tn−1(1− t)β−1J̄β−1

(
λ
√

σ(1− t)
)

dt,

где σ = y2− (s− x)2.
Пользуясь разложением функции Бесселя-Клиффорда в ряд (6) и учитывая рав-

номерную сходимость данного ряда при любых значениях аргумента, меняем порядок
интегрирования и суммирования. Затем, вычислив внутренний интеграл, получим

Kn(x,y,s) =
Γ(n)Γ(β )
2Γ(β +n)

σ
β+n−1J̄β+n−1

(
λ
√

σ
)
.
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В силу этого равенства выражение функции Pn(x,y) из (48) представим в виде

Pn(x,y) =
Γ(n)y1−2β

Γ(β +n)

x+y∫
x−y

J̄β+n−1

(
λ
√

y2− (x− s)2
)

[y2− (x− s)2]
1−β−n

pn(s)ds. (49)

Подставляя (47) и (49) в (44) и принимая во внимание Γ(n) = (n− 1)!, оконча-
тельно находим явную формулу решение задачи {(36), (37)}:

u1(x,y) =
m−1

∑
n=0

y1−2β

22nn!Γ(β +n)

x+y∫
x−y

J̄β+n−1

(
λ
√

y2− (x− s)2
)

[y2− (x− s)2]
1−β−n

pn(s)ds. (50)

Это решение при m = 1 совпадает с результатом работы [33], которая получена
другим методом.

Из доказанного выше следует, что если ϕ j(x)∈C2(m− j)(R), j = 0,m−1, то функция
u1(x,y), определяемая равенством (50), является классическим решением уравнения
(36), удовлетворяющего начальным условиям (37).

Заметим, что на основании теоремы 7, в задаче {(36), (37)} вместо начального
условия (37) можно взять начальные условия вида

[By
β−1/2]

ku
∣∣∣
y=0

= ϕ
∗
k (x),

∂

∂y
[By

β−1/2]
ku
∣∣∣∣
y=0

= 0, x ∈ R, k = 0,m−1, (51)

где ϕ∗k (x) = [(β +1/2)k/(1/2)k]ϕk(x)
Кроме того, в силу теоремы 2 и 7, а также равенства (39), следует, что задачи

{(36), (37)} и {(36), (51)} сводятся к одной и той же вспомогательной задаче {(40),
(41)}. Отсюда следует справедливость следующего утверждения.

Лемма 3. Решение задачи {(36), (37)} является решением задачи {(36), (51)},
и наоборот.

В работах [28] и [29] данная лемма (при λ = 0) доказана другими методами.
Аналогичное утверждение имеет место и для задачи {(36), (38)}. В работах [28] и

[29] при λ = 0 доказано, что вместо начальных условий (38) можно взять начальные
условия вида

[By
β−1/2]

ku
∣∣∣
y=0

= 0, y2β ∂

∂y
[By

β−1/2]
ku
∣∣∣∣
y=0

= ψ
∗
k (x), x ∈ R, k = 0,m−1, (52)

где ψk(x) =
k
∏
j=1

(1− (β/ j))ψ∗k (x).

При этом справедливо следующее утверждение.
Лемма 4. При любом β < 1/2 решение задачи {(36), (38)} является решением

задачи {(36), (52)} и наоборот.
Теперь рассмотрим задачу нахождения решения u2(x,y) уравнения (36), удовле-

творяющего начальным условиям (52).
Лемма 5. Если u1(x,y;1−β ) является решением уравнения (36), удовлетворя-

ющего условиям (51), в котором β заменяется на 1−β , то функция u2(x,y;β ) =
y1−2β u1(x,y;1−β ) при 0 < β < 1/2 будет решением уравнения (36), удовлетворяю-
щего условиям

[By
β−1/2]

ku2

∣∣∣
y=0

= 0, y2β ∂

∂y
[By

β−1/2]
ku2

∣∣∣∣
y=0

= (1−2β )ϕ∗k (x), x ∈ R, k = 0,m−1.
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Как и в работах [28] и [29], эта лемма доказывается методом математической
индукции по m.

Таким образом, применяя лемму 5 и заменяя (1− 2β )ϕ∗k (x) на ψ∗k (x), из равен-
ства (50) находим

u2(x,y) =
m−1

∑
n=0

Γ−1(1−β +n)
22nn!

x+y∫
x−y

q∗n(s)[y
2− (s− x)2]n−β J̄n−β

(
λ

√
y2− (s− x)2

)
ds, (53)

где q∗n(s) =
n
∑

k=0
(−1)kCk

nΨ
(2k)
n−k(s), Ψn(s) =

n
∑
j=0

γ̃ jC
j
nλ 2(n− j)ψ∗j (x), n = 0,m−1, γ̃ j =

Γ( j−β +(3/2))/Γ( j+(1/2)) .
Как и отмечено выше, аналогично можно установить, что если ψ j(x)∈C2(m− j)(R),

j = 0,m−1, то функция u2(x,y), определяемая равенством (53), является классиче-
ским решением уравнения (36), удовлетворяющего начальным условиям (38).
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[5] Erdélyi A., Kober H., “Some remarks on Hankel transforms”, Quart. J. Math. Oxford ser.,
11:43 (1940), 212–221.
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[8] Erdélyi A. On the Euler-Poisson-Darboux equation // J. Analyse Math. 1970. vol. 23. pp.
89–102

[9] Sneddon I.N. The use in mathematical analysis of Erdélyi-Kober’ operators and of some
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