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Введение

Известно, что в последнее время интенсивно исследуются спектральные задачи
для дифференциальных уравнений в частных производных разного типа. Научно-
исследовательские работы, проведенные по спектральной теории, условно можно
разделить на два направления. Первое из них – это доказательство теорем о един-
ственности решения краевых задач для уравнений со спектральным параметром, а
второе – нахождение собственных значений и собственных функций рассматрива-
емых краевых задач. Научные исследования по второму направлению в настоящее
время интенсивно продолжаются и развиваются. Нахождению собственных значений
и собственных функций краевых задач для различных уравнений эллиптических и
смешанных типов на плоскости посвящено много исследований, среди которых сле-
дует отметить работы [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7] и др. Задачи такого типа для
трехмерных эллиптических и смешанных уравнений изучены, например, в работах
[8], [9], [10], [11], [12] и др. Однако, нахождение собственных значений и собствен-
ных функций краевых задач в трехмерных областях для уравнений эллиптического
и смешанного типов с сингулярными коэффициентами остаются малоизученными.
Здесь отметим работы [13], [14], [15], [16] и др.

В данной работе исследованы задачи на собственные значения для эллиптических
уравнений с сингулярными коэффициентами в трехмерном пространстве. Выделена
область значений параметра λ , где нет собственных значений задачи. Найдено счет-
ное число собственных значений задачи и построены собственные функции, соот-
ветствующие найденным собственным значениям.

1. Постановка задачи.

Пусть Ω− трехмерная область, ограниченная частью сферы

S0 =
{
(x,y,z) : x2 + y2 + z2 = 1, y > 0, z > 0

}
и двумя полукругами

S1 =
{
(x,y,z) : x2 + z2 < 1, y = 0, z > 0

}
,

S2 =
{
(x,y,z) : x2 + y2 < 1, y > 0, z = 0

}
.

В области Ω рассмотрим уравнение эллиптического типа в виде

uxx +uyy +uzz +
2β

y
uy +

2γ

z
uz +λu = 0, (1)

где u = u(x,y,z)− неизвестная функция, λ− числовой параметр , а β , γ ∈ R, причем
0 < β ,γ < 1/2, и исследуем следующую задачу на собственные значения:

Задача Dβγ

λ
. Найти значения параметра λ и соответствующие им нетривиальные

функции u(x,y,z) ∈ C
(
Ω̄
)
∩C2 (Ω) , удовлетворяющие уравнению (1) в области Ω и

краевому условию
u(x,y,z) = 0, (x,y,z) ∈ S̄0∪ S̄1∪ S̄2. (2)
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2. Исследование задачи Dβγ

λ
при λ ≤ 0.

Теорема. Если λ ≤ 0, то задача Dβγ

λ
имеет только тривиальное решение.

Доказательство. В области Ω справедливо тождество

y2β z2γu
(

uxx +uyy +uzz +
2β

y
uy +

2γ

z
uz +λu

)
=

=
(

y2β z2γuux

)
x
+
(

y2β z2γuuy

)
y
+
(

y2β z2γuuz

)
z
− y2β z2γ

(
u2

x +u2
y +u2

z −λu2)= 0.

Интегрируем это тождество по области Ωε

δ1,δ2
⊂ Ω, ограниченной при z ≥ δ1, y ≥ δ2

частью сферы

S̃0 =
{
(x,y,z) : x2 + y2 + z2 = (1− ε)2 , z≥ δ1, y≥ δ2

}
и при z = δ1, y = δ2 полукругами

S̃1 =
{
(x,y,z) : x2 + z2 < (1− ε)2 , y = δ2,z≥ δ1

}
,

S̃2 =
{
(x,y,z) : x2 + y2 < (1− ε)2 , y≥ δ2, z = δ1

}
,

где ε, δ1 и δ2− достаточно малые положительные числа. В результате имеем∫∫∫
Ωε

δ1,δ2

[(
y2β z2γuux

)
x
+
(

y2β z2γuuy

)
y
+
(

y2β z2γuuz

)
z

]
dxdydz =

=
∫∫∫

Ωε

δ1,δ2

[
y2β z2γ

(
u2

x +u2
y +u2

z −λu2)]dxdydz. (3)

Применяя формулу Остроградского [17, Т.3, с.335] к интегралу в левой стороне
равенства (3), получим∫∫

S̃0

y2β z2γu
∂u
∂n

ds−
∫∫
S̃1

δ
2β

2 z2γu(x,δ2,z)uz (x,δ2,z)dxdz−

−
∫∫
S̃2

y2β
δ

2γ

1 u(x,y,δ1)uz (x,y,δ1)dxdy =
∫∫∫

Ωε

δ1,δ2

[
y2β z2γ

(
u2

x +u2
y +u2

z −λu2)]dxdydz,

где n – внешняя нормаль к S̃0.
Отсюда, переходим к пределу при ε, δ1,δ2 → 0. Тогда Ωε

δ1,δ2
→ Ω и учитывая

краевое условие (2) а также u, ux, uy, uz ∈C (Ω) , получаем∫∫∫
Ω

[
y2β z2γ

(
u2

x +u2
y +u2

z −λu2)]dxdydz = 0.

В силу λ ≤ 0, из этого равенства следует, что ux ≡ uy ≡ uz ≡ 0 в Ω. Следовательно,
u(x,y,z)≡ 0, (x,y,z)∈Ω. Так как u(x,y,z)∈C

(
Ω̄
)

и u(x,y,z)|S̄0∪S̄1∪S̄2
= 0, то u(x,y,z)≡ 0,

(x,y,z) ∈ Ω̄.
Отсюда следует утверждение теоремы. �
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3. Исследование задачи Dβγ

λ
при λ > 0.

В области Ω введем сферические координаты (r,θ ,ϕ) , связанные с декартовыми
координатами (x,y,z) по формулам

x = r sinθ cosϕ, y = r sinθ sinϕ, z = r cosθ ,

где r =
√

x2 + y2 + z2, θ− угол между вектором
−−→
OM и осью z, а ϕ− угол между

вектором
−−→
OM′ и осью x, где O = O(0,0,0) , M = M (x,y,z) , M′ = M′ (x,y,0) .

В координатах (r,θ ,ϕ) уравнение (1) принимает вид

urr +
2(1+β + γ)

r
ur+

+
1
r2

[
uθθ +[(1+2β )ctgθ −2γtgθ ]uθ +

1
sin2

θ
uϕϕ +

2βctgϕ

sin2
θ

uϕ

]
+λu = 0. (4)

К уравнению (4) применим метод разделения переменных. Сначала представим
неизвестную функцию в виде u(r,θ ,ϕ) = R(r)Q(θ ,ϕ) и подставим в уравнение (4).
Далее, вводя константу разделения переменных χ, получим два дифференциальных
уравнения

r2R′′ (r)+2(1+β + γ)rR′ (r)+
(
λ r2−χ

)
R(r) = 0, 0 < r < 1;

Qθθ +[(1+2β )ctgθ −2γtgθ ]Qθ+

+
1

sin2
θ

Qϕϕ +
2βctgϕ

sin2
θ

Qϕ +χQ = 0, 0 < θ < (π/2) , 0 < ϕ < π. (5)

Теперь, полагая Q(θ ,ϕ) = T (θ)Φ(ϕ) , из уравнения (5) получим

sin2
θ

T (θ)

[
T ′′ (θ)+ [(1+2β )ctgθ −2γtgθ ]T ′ (θ)

]
+χ sin2

θ =−Φ′′ (ϕ)+2βctgϕΦ′ (ϕ)

Φ(ϕ)
. (6)

Введя еще одну константу разделения переменных µ, из (6) получим два обык-
новенных дифференциальных уравнения:

Φ
′′ (ϕ)+2βctgϕ Φ

′ (ϕ)+µ Φ(ϕ) = 0, 0 < ϕ < π,

sin2
θ
{

T ′′ (θ)+ [(1+2β )ctgθ −2γtgθ ]T ′ (θ)
}
+(χ sin2

θ −µ)T (θ) = 0, 0 < θ < π/2.

Граничные условия (2) приводят к граничным условиям для функции R(r) : R(1)=
0 и R(0)= 0. Для фиксированных переменных r и ϕ, из условий (2) и u(x,y,z)∈C

(
Ω̄
)
,

получим условие для функции T (θ) : |T (0)| < ∞, T (π/2) = 0. Из условий (2) для
функции Φ(ϕ) получим следующее условие Φ(0) = 0, Φ(π) = 0.

В результате исходная трехмерная задача распадается на три одномерные задачи
на собственные значения:

r2R′′ (r)+2(1+β + γ)rR′ (r)+
(
λ r2−χ

)
R(r) = 0, 0 < r < 1, (7)

R(0) = 0, R(1) = 0; (8)
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T ′′ (θ)+ [(1+2β )ctgθ −2γtgθ ]T ′ (θ)+
(

χ− µ

sin2
θ

)
T (θ) = 0, 0 < θ < π/2, (9)

|T (0)|< ∞, T (π/2) = 0; (10)

Φ
′′ (ϕ)+2βctgϕ Φ

′ (ϕ)+µ Φ(ϕ) = 0, 0 < ϕ < π, (11)

Φ(0) = 0,Φ(π) = 0. (12)

Сначала исследуем задачу {(11), (12)}. Произведя замену z = sin2
ϕ в уравнении

(11), получим гипергеометрическое уравнение

z(1− z)Φ̃
′′ (z)+ [(β +1/2)− (1+β )z]Φ̃′ (z)+(µ/4)Φ̃(z) = 0,

где Φ̃(z) = Φ(arcsin
√

z) .
Пользуясь общим решением этого уравнения [18, с.85], находим общее решение

уравнения (11) в виде

Φ(ϕ) = c1F
[
(β + s)/2,(β − s)/2;1/2+β ; sin2

ϕ
]
+

+c2 (sinϕ)1−2β F
[
(1−β + s)/2,(1−β − s)/2;3/2−β ; sin2

ϕ
]
, (13)

где c1 и c2− произвольные постоянные, F (...)− гипергеометрическая функция Гаусса
[18, с.69], s =

√
β 2 +µ− неизвестная пока постоянная, причем Res > 0.

Удовлетворим функцию (13) условиям (12). Так как Φ(0) = 0, то c1 = 0. Принимая
во внимание это, из условия Φ(π) = 0, получим

c2Γ(3/2−β )Γ(1/2)
Γ [1− (β + s)/2]Γ [1− (β − s)/2]

= 0.

Умножая числитель и знаменатель полученной дроби на Γ [(β + s)/2] 6= 0 (так как
Res > 0) и учитывая равенства [18, с.18] Γ(a)Γ(1−a) = [π/sin(aπ)] , из последнего
равенства получим

c2Γ(3/2−β )Γ(1/2)sin [π (β + s)/2]
πΓ−1 [(β + s)/2]Γ [1− (β − s)/2]

= 0.

Это равенство выполняется, например, при sin [π (β + s)/2] = 0.
Пользуясь формулой, дающей решение этого уравнения и неравенством s > 0,

найдем
s = sn = 2n−β , n ∈ N. (14)

Следовательно, µn = s2
n−β 2, n ∈ N, где sn− числа, определяемые равенством (14),

являются собственными значениями задачи {(11), (12)}.
Полагая в (13) s = sn, n ∈ N, и учитывая c1 = 0, c2 = 1 получим собственные

функции задачи {(11), (12)}, соответствующие собственным значениям µn :

Φn (ϕ) = (sinϕ)1−2β F
[
(1−β + sn)/2,(1−β − sn)/2;3/2−β ; sin2

ϕ
]
,n ∈ N. (15)

11
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Произведя замену R(r) =
(

ρ/
√

λ

)−(1/2)−β−γ

W (ρ) , из (7) получим уравнение Бес-

селя в следующем виде [19, с.49]:

ρ
2W ′′ (ρ)+ρW ′ (ρ)+

(
ρ

2−ω
2)W (ρ) = 0, (16)

здесь ρ =
√

λ r, ω =

√
[(1/2)+β + γ]2 +χ.

Принимая во внимание вид общего решения [19, с.54] уравнения (16) и введенные
обозначения, получим общее решение уравнения (7) в виде

R(r) = c3r−(1/2)−β−γJω

(√
λ r
)
+ c4r−(1/2)−β−γYω

(√
λ r
)
,0 < r < 1, (17)

где c3 и c4− произвольные постоянные, а Jω(z) и Yω (z)− функции Бесселя порядка
ω первого и второго рода [19, с.51] соответственно.

Из (17) следует, что решение уравнения (7), удовлетворяющее первому из условий
(8), существует при Reω > (1/2)+β + γ и оно определяется равенством

R(r) = c3r−(1/2)−β−γJω

(√
λ r
)
. (18)

Для нахождения значения параметра λ , надо определить значения параметра ω,
т.е. значения параметра χ, который находится из решения задачи {(9), (10)}. Поэтому,
исследуем эту задачу.

Переходя к новой переменной ξ = sin2
θ , из уравнения (9) получим

ξ (1−ξ ) T̃ ′′ (ξ )+
[
(1+β )−

(
3
2
+β + γ

)
ξ

]
T̃ ′ (ξ )+

1
4

(
χ− µn

ξ

)
T̃ (ξ ) = 0 (19)

где T̃ (ξ ) = T
(

arcsin
√

θ

)
.

Обыкновенные дифференциальные уравнения типа (19), как известно [20, с.113],
[21, с.129] называются уравнениями Гойна.

Решение уравнения (19) ищем в виде

T̃ (ξ ) =
∞

∑
k=0

AkT̃k (ξ ) =
∞

∑
k=0

AkF
(

1
4
+

β + γ +ω

2
,
1
4
+

β + γ−ω

2
;1+β + k;ξ

)
, (20)

где

T̃k (ξ ) = F
(

1
4
+

β + γ +ω

2
,
1
4
+

β + γ−ω

2
;1+β + k;ξ

)
-гипергеометрическая функция Гаусса [18, с.69], удовлетворяющая следующему урав-
нению

ξ (1−ξ ) T̃ ′′k (ξ )+ [(1+β + k)− (γ +β +3/2)ξ ] T̃ ′k (ξ )+(χ/4) T̃k (ξ ) = 0. (21)

Подставляя (20) в уравнение (19) и принимая во внимание (21), получим

∞

∑
k=0

Ak
[
kξ T̃ ′k (ξ )+(µn/4) T̃k (ξ )

]
= 0. (22)

Далее, используя следующее соотношение для функции Гаусса [18, с.111]

z
dF (a1,a2;a3;z)

dz
= (a3−1) [F (a1,a2;a3−1;z)−F (a1,a2;a3;z)] ,

12



Спектральные задачи для трехмерных эллиптических . . . ISSN 2079-6641

имеем
ξ T̃ ′k (ξ ) = k

[
T̃k−1 (ξ )− T̃k (ξ )

]
.

Учитывая последнее равенство, уравнение (22) можно записать в виде

∞

∑
k=0

Ak
{

k2Tk−1 (ξ )+
[
(µn/4)− k2]Tk (ξ )

}
= 0. (23)

Из (23) следуют рекуррентные соотношения для коэффициентов разложения (20):

A0 = 1,

Ak+1 =
k (β + k)− (µn/4)
(k+1)(1+β + k)

Ak, k = 0,1,2, ... .

Таким образом, мы построили разложения решений уравнения (19) в ряд по ги-
пергеометрическим функциям

F
(

1
4
+

β + γ +ω

2
,
1
4
+

β + γ−ω

2
;1+β + k;ξ

)
.

Теперь, переходя к переменной θ в (20), получим частное решение уравнения (9)
в виде

T (θ) =
∞

∑
k=0

AkF
{
[(1/2)+β + γ +ω]/2, [(1/2)+β + γ−ω]/2;1+β + k; sin2

θ
}
=

=
∞

∑
k=0

((
β +

√
β 2 +µn

)
/2
)

k

((
β −

√
β 2 +µn

)
/2
)

k
k!(1+β )k

×

×F
{
[(1/2)+β + γ +ω]/2, [(1/2)+β + γ−ω]/2;1+β + k; sin2

θ
}
. (24)

Считая, что ряд (24) сходится равномерно (это будет доказано ниже), подставим
(24) в первое условие (10). Затем, учитывая равенство [18, с.73] F (a,b;c;0) = 1
получим

T (0) =
∞

∑
k=0

((
β +

√
β 2 +µn

)
/2
)

k

((
β −

√
β 2 +µn

)
/2
)

k
k!(1+β )k

.

С помощью признака Раабе [17, Т.2., с.272] можно доказать сходимость последне-
го ряда и на основании разложения гипергеометрической функции [18, с.73], его сум-

ма равна F
[(

β +
√

β 2 +µn

)
/2,
(

β −
√

β 2 +µn

)
/2,1+β ,1

]
. Следовательно, функция

(24) удовлетворяет первому условию (10).
Теперь покажем, что функция (24) удовлетворяет второму из условий (10). С этой

целью, используя следующую формулу для гипергеометрической функции [18, c.73]

F (a,b,c;1) = [Γ(c)Γ(c−a−b)]/ [Γ(c−a)Γ(c−b)] ,c−a−b > 0,

имеем

T
(

π

2

)
=

∞

∑
k=0

((
β +

√
β 2 +µn

)
/2
)

k

((
β −

√
β 2 +µn

)
/2
)

k
k!(1+β )k

×

13
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× Γ(1+β + k)Γ(1/2− γ + k)
Γ [(3/2+β − γ−ω)/2+ k]Γ [(3/2+β − γ +ω)/2+ k]

= 0.

Умножая на Γ{1− [(3/2+β − γ−ω)/2+ k]} 6= 0 числитель и знаменатель полученной
дроби (так как Reω > (1/2)+β + γ) и учитывая формулы [18, с.18] Γ(a)Γ(1−a) =
[π/sin(aπ)] , из последнего равенства получим

T
(

π

2

)
=

∞

∑
k=0

Ak
Γ(1+β + k)Γ(1/2− γ + k)sin [(3+2β −2γ−2ω)π/4]

Γ−1 {1− [(3/2+β − γ−ω)/2+ k]}Γ [(3/2+β − γ +ω)/2+ k]
= 0.

Это равенство выполняется, например, при

sin
(

3π

4
+

βπ

2
− γπ

2
− ωπ

2

)
= 0.

Пользуясь формулой, дающей решение этого уравнения, и неравенство
ω > (1/2)+β + γ, найдем

ω = ωl = 2l +(3/2)+β − γ, l = 0,1,2, .... (25)

Следовательно, χl = ω2
l −(1/2+β + γ)2 , l = 0,1,2, ..., где ωl− числа, определяемые

равенством (25), являются собственными значениями задачи {(9), (10)}.
Полагая в (24) ω = ωl, l = 0,1,2, ..., получим собственные функции задачи {(9),

(10)}, соответствующие собственным значениям χl :

Tnl (θ) =
∞

∑
k=0

((
β +

√
β 2 +µn

)
/2
)

k

((
β −

√
β 2 +µn

)
/2
)

k
k!(1+β )k

×

×F
(

1+β + l,γ− 1
2
− l;1+β + k; sin2

θ

)
,θ ∈ [0,π/2] . (26)

Теперь докажем, что ряд (26) сходится в [0,π/2] . Представим этот ряд в форме,
удобной для получения оценки. Последовательно используя формулы [18, с.647-648]

(a+ k)m =
(a)m (a+m)k

(a)k
, Γ(a+ k) = (a)k Γ(a) ,

имеем

∞

∑
k=0

∞

∑
m=0

(1+β + l)m
(
γ− 1

2 − l
)

m

(
β+
√

β 2+µn
2

)
k

(
β−
√

β 2+µn
2

)
k

(1+β )m (1+β +m)k m!k!
(
sin2

θ
)m

=

=
∞

∑
m=0

(1+β + l)m
(
γ− 1

2 − l
)

m
(1+β )m m!

(
sin2

θ
)m ∞

∑
k=0

(
β+
√

β 2+µn
2

)
k

(
β−
√

β 2+µn
2

)
k

(1+β +m)k k!
=

=
∞

∑
m=0

(1+β + l)m
(
γ− 1

2 − l
)

m
(1+β )m m!

(
sin2

θ
)m

F

(
β +

√
β 2 +µn

2
,
β −

√
β 2 +µn

2
,1+β +m;1

)
=

14
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=
Γ(1+β )

Γ

(
1+ β−

√
β 2+µn
2

)
Γ

(
1+ β+

√
β 2+µn
2

)×
×

∞

∑
m=0

(1+β + l)m
(
γ− 1

2 − l
)

m(
1+ β−

√
β 2+µn
2

)
m

(
1+ β+

√
β 2+µn
2

)
m

(
sin2

θ
)m

=

=
Γ(1+β )

Γ

(
1+ β−

√
β 2+µn
2

)
Γ

(
1+ β+

√
β 2+µn
2

) ∞

∑
m=0

um (θ),

где

um (θ) =
(1+β + l)m

(
γ− 1

2 − l
)

m(
1+ β−

√
β 2+µn
2

)
m

(
1+ β+

√
β 2+µn
2

)
m

(
sin2

θ
)m

.

В силу признака Даламбера [17, Т.2., с.271], из последнего имеем

lim
m→∞

∣∣∣∣um+1 (θ)

um (θ)

∣∣∣∣= sin2
θ .

Следовательно, ряд (26) при θ ∈ [0,π/2) сходится абсолютно и равномерно, функ-
ция Tnl (θ) при θ → 0 ограничена, а при θ → (π/2) стремится к нулю.

На основании сказанного выше, можно заключить, что ряд (26) сходится абсо-
лютно и равномерно в [0,π/2] .

Замечание 1. Пусть в (26) l = k. Тогда, в силу известной формулы для гипергео-
метрической функции [18, c.109],

F (a,b,a;x) = (1− x)−b

ряд (26) принимает вид

Tn (θ) =
∞

∑
k=0

((
β +

√
β 2 +µn

)
/2
)

k

((
β −

√
β 2 +µn

)
/2
)

k
k!(1+β )k

(
cos2

θ
)k+(1/2)−γ

.

Отсюда видно, что |Tm (0)|<+∞ и Tm (π/2) = 0.
Применение признака Даламбера дает сходимость ряда при θ ∈ (0,π/2) .
Замечание 2. Согласно принятым обозначениям в [18, с.378], сумма ряда (26)

равна F3 (...) , т.е.

∞

∑
k=0

(
β+
√

β 2+µn
2

)
k

(
β−
√

β 2+µn
2

)
k

k!(1+β )k
F
(

1+β + l,γ− 1
2
− l;1+β + k; sin2

θ

)
=

= F3

(
β +

√
β 2 +µn

2
,1+β + l,

β −
√

β 2 +µn

2
,γ− 1

2
− l,1+β ;1,sin2

θ

)
.

Теперь, принимая во внимание, что ωl, l = 0,1,2, ...− известные числа, опреде-
ляемые равенствами (25), находим значения параметра λ из (18). С этой целью,
подставляя (18) ко второму условию (8), получим

Jωl

(√
λ

)
= 0, l = 0,1,2, ... . (27)

15
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Известно, что при l > −1 функция Бесселя Jl (z) имеет счетное число нулей,
причем все они вещественны и с попарно противоположными знаками [19]. Так как
ωl > (1/2) + β + γ, то уравнение (27) имеет счетное число вещественных корней.
Обозначая через αml m− ый положительный корень уравнения (27), получим те
значения параметра λ , при которых существуют нетривиальные решения задачи (т.е.
собственные значения задачи Dβγ

λ
) {(7),(8)}: λm = α2

ml, m ∈ N, l = 0,1,2, ....
Полагая в (18) λ = α2

ml и c3 = aml, где aml 6= 0− произвольная постоянная, получим
нетривиальные решения (собственную функцию) задачи {(7),(8)}:

Rml (r) = amlr−(1/2)−β−γJωl (αmlr) , m ∈ N, l = 0,1,2, ... . (28)

Следовательно, задача {(1),(2)} имеет счетное число собственных значений и соб-
ственные функции. Её собственными значениями являются числа, λ =α2

ml, m∈N, l =
0,1,2, ..., а собственные функции, в силу формул (15), (26) и (28), определяются ра-
венствами

unlm = cnlmr−(1/2)−β−γJωl (αmlr)×

×(sinϕ)1−2β F
(

1−β + sn

2
,
1−β − sn

2
;
3
2
−β ; sin2

ϕ

)
×

×F3

(
β +

√
β 2 +µn

2
,1+β + l,

β −
√

β 2 +µn

2
,γ− 1

2
− l,1+β ;1,sin2

θ

)
,

где r =
√

x2 + y2 + z2, ϕ = arctg(y/x) , θ = arccos(z/r) , cnlm 6= 0− произвольные посто-
янные. Этим завершено исследование задачи Dβγ

λ
.

Аналогично исследована следующая задача:
Задача Dαβγ

λ
. Найти значения параметра λ и соответствующие им нетривиальные

функции u(x,y,z) ∈C
(

Ω̃

)
∩C2 (Ω̃) , удовлетворяющие уравнению

uxx +uyy +uzz +
2α

x
ux +

2β

y
uy +

2γ

z
uz +λu = 0, (x,y,z) ∈ Ω̃ (29)

и краевому условию
u(x,y,z) = 0, (x,y,z) ∈ ∂ Ω̃,

где Ω̃ = Ω∩{x > 0} , а α = const ∈ (0,1/2)− заданные числа.
Проведя те же рассуждения, что и в решении задачи Dαβγ

λ
, можно убедиться

в том, что при λ ≤ 0 задача Dαβγ

λ
имеет только тривиальное решение, т.е. в этом

промежутке собственные значения задачи не существуют, а при λ > 0 существует
счетное число собственных значений λ̃ml (m ∈ N, l = 0,1,2, ...) задачи Dαβγ

λ
, причем

они определяются как корни уравнений

Jω̃l

(√
λ

)
= 0, l = 0,1,2, ... ,

где ω̃l = 2l +(3/2)+α +β − γ, l = 0,1,2, ....
Соответствующие этим собственным значениям собственные функции в области

Ω̃ даются формулами

ũnlm = c̃nlmr−(1/2)−α−β−γJω̃l

(√
λ̃mlr

)
×

16
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×(sinϕ)1−2β F
(

1+α−β + s̃n

2
,
1+α−β − s̃n

2
;
3
2
−β ; sin2

ϕ

)
×

×F3

α +β +

√
(α +β )2 + µ̃n

2
,1+α +β + l,

α +β −
√
(α +β )2 + µ̃n

2
,γ− 1

2
− l,1+α +β ;1,sin2

θ

 ,

где c̃nlm 6= 0− произвольные постоянные, µ̃n = s̃2
n−(α +β )2 , s̃n = 2n−α−β , n∈N.

Замечание 3. Аналогичным способом можно изучить различные задачи для урав-
нения (1) [(29)] в области Ω (Ω̃), задавая на различных плоскостях границы ∂Ω

(
∂ Ω̃
)

условия Дирихле и Неймана.
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