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ABSTRACT

A tuberculosis model of SEIT type which incorporates treatment of infectives is considered. The
population is divided into four compartments, that is: S are individuals in the susceptible
compartment, E are individuals in the exposed compartments, | are individuals in the infected
compartment, and T are individuals in the treatment compartments. For this model, controls on
treatment is incorporated to reduce the actively infected individual compartments, via application of
the Pontryagins Maximum Principle of optimal control theory. Numerical calculations with the
approach of the Runge-Kutta method of fourth order can be seen that, the influence of the control
treatment to more effectively reduce the number of individuals in the infected compartment compared
with no controls. The basic reproduction ratio with control less compared with no controls.
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1. PENDAHULUAN

Tuberkulosis merupakan penyakit yang
disebakan oleh oleh bakteri Mycobacterium
tuberculosis dan merupakan penyakit infeksi
kronis menular yang menjadi masalah kesehatan
dan perhatian dunia (Crofton dkk., 2002).
Tuberkulosis (TB) merupakan penyakit yang
membunuh hampir 2 — 3 juta masyarakat di
dunia per tahun.

WHO meluncurkan suatu rencana strategis
global (tahun 2006-2015) yang bertujuan untuk:
(1) Meningkatkan dan memperluas pemanfaatan
strategi untuk menghentikan penularan penyakit
tuberkulosis dengan cara meningkatkan akses
terhadap diagnosis yang akurat untuk mencapai
target global dalam pengendalian penyakit
tuberkulosis, dan (2) Mempercepat upaya
eliminasi penyakit tuberkulosis dengan cara
meningkatkan penelitian dan pengembangan
untuk berbagai alat diagnostik, obat dan vaksin
baru, serta meningkatkan penerapan metode
baru dan menjamin pemanfaatan, akses dan
pencapaian.

Individu  yang  terinfeksi  penyakit
tuberkulosis aktif yaitu individu yang dapat
menularkan penyakit ke individu kelompok lain,
sedangkan individu yang terinfeksi penyakit

tuberkulosis pasif yaitu individu yang belum
dapat menularkan penyakit ke individu
kompartemen lain (Crofton et al., 2002).

Penanggulangan individu yang terinfeksi
penyakit tuberkulosis pasif dapat dilakukan
dengan  chemoprophylaxis  dengan  cara
memberikan Obat Anti Tuberkulosis (OAT)
isoniazid (Crofton dkk., 2002). Sedangkan untuk
menanggulangi individu yang sudah terinfeksi
penyakit tuberkulosis aktif, WHO telah
merekomendasikan untuk memberikan OAT:
isonizid, rifampisin, pirazinamid, etambutol, dan
streptomosin untuk diimplementasikan secara
bertahap keseluruh unit pelayanan kesehatan di
dunia (Crofton dkk., 2002). Pengendalian
penyebaran suatu penyakit dapat dilakukan
dengan pengobatan (Gerberding dkk., 2003;
Crofton dkk., 2002). Pengobatan terhadap suatu
penyakit yang pasif dengan chemoprophylaxis
(David dkk., 2000).

Model dinamika pengobatan terhadap
penyakit tuberkulosis telah dikaji oleh Castillo-
Chavez dan Feng (1997), Model
chemoprophylaxis dan pengobatan transmisi
tuberkulosis dikaji olen Bhunu dkk. (2008).

Terjadinya endemik suatu penyakit dapat
dilihat dari nilai the reproduction ratio dari
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model dinamik penyakit tersebut, keadaan bebas
penyakit stabil secara lokal jika the reproduction
ratio < 1, dan jika the reproduction ratio > 1
maka penyakit akan menyebar (Driessche dan
Watmough, 2002).

Model matematika mempunyai peranan
penting untuk menganalisis penyebaran dan
mengontrol suatu penyakit menular.
Pengendalian penyebaran suatu epidemik dapat
diberikan kontrol optimal telah dikaji oleh
Neilan dan Lenhart (2010), pengendalian
transmisi  tuberkulosis ~ dengan  kontrol
chemoprophylaxis dan pengobatan telah dikaji
oleh Agusto (2008). Pada paper ini mengkaji
kontrol optimal pada penyakit tuberkulosis dari
model reinfeksi exogenous pada persamaan (20)-
(23) paper yang dikaji oleh Castillo-Cavez dan
Song (2004). Kontrol yang diberikan adalah
kontrol pengobatan optimal dalam upaya
menurunkan jumlah individu kompartemen
terinfeksi dan meningkatkan jumlah individu
kompartemen pengobatan. Penyelesaian kontrol
optimal yang digunakan dengan pendekatan
Prinsip  Maksimum  Pontryagin.  Terakhir
diberikan simulasi numerik dengan
menggunakan metode Runge-Kutta orde empat.

2. MODEL PENYEBARAN TUBERKULO-
SIS TIPE SEIT

Model kontrol optimal yang dikaji dari
model  transmisi penyebaran  penyakit
tuberkulosis dari model transmisi penyakit
tuberkulosis (Castillo-Cavez dan Song, 2004).
Populasi pada model dinamik epidemik yang
dikaji dibagi menjadi 4 kompartemen vyaitu
sebagai berikut: Individu yang masih sehat dan
rentan terinfeksi penyakit tuberkulosis masuk ke
dalam kompartemen susceptible pada waktu t
dinotasikan dengan S(t). Individu terinfeksi pasif
(laten) yang belum dapat menularkan penyakit
ke individu yang lain masuk ke dalam
kompartemen exposed pada waktu t dinotasikan
dengan E(t). Individu terinfeksi aktif yang dapat
menularkan ke individu yang lain masuk ke
dalam kompartemen infected pada waktu t
dinotasikan dengan I(t). Kemudian Individu
yang sudah sembuh karena pengobatan masuk
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ke dalam kompartemen pengobatan pada waktu t
dinotasikan dengan T(t).

Individu rekruitmen masuk ke dalam
kompartemen susceptible dengan laju A.
Individu susceptible yang kontak dengan
individu terinfeksi dengan laju infeksi A = CTBI
Total populasi merupakan jumlah dari
semua kompartemen- kompartemen yaitu: N(t)
= S(t) + E(t) + I(t) + T(t). Setiap kompartemen
mengalami kematian secara alamiah sebesar ,
dan meninggal karena sakit dengan laju d.
Kompartemen Kompartemen susceptible yang
kontak dengan | dengan laju B masuk ke E.
Individu yang terinfeksi diobati dengan laju r
masuk ke kompartemen T. Sedangkan
kompartemen T yang kontak lagi dengan |
terinfeksi kembali dengan laju o. Adapun
diagram alur model tipe SEIT yang dikaji oleh
Castillo-Cavez dan Song (2004) dengan
memperhatikan reinfeksi dapat dilihat seperti
Gambar 1.
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Gambar 1. Dinamika transmisi penyakit
tuberkulosis tipe SEIT

Berdasarkan Gambar 1 dapat dinyatakan dalam
persamaan berikut:

a= A8 \.
%=/15—p/1E—(k+y)E l
L = pAE+KE- (u+ d +7) + 0AR f
daT
P rl — oAR — uR

1)
dimana parameter-parameter A, c, B, u,p,k,

o,d,r> 0 dan jumlah awal kompartemen-
kompartemen S(0) = Sy >0, E(0) = E; >0, 1(0)
= 15,20, T(0) = T >0, bentuk 2 = £ reinfeksi

exogeneous.
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2.1 Analisis Model Transmisi Tuberkulosis

Tipe SEIT
Pada analisis epidemiologi tipe SEIT
ditentukan titik ekuilibrium dan basic

reproduction ratio. Titik ekuilibrium non-
endemik dari persamaan (1) diperoleh pada
waktu laju masing-masing kompartemen sama
dengan nol dan jumlah individu kompartemen
terinfeksi sama dengan nol. Titik ekuilibrium
non-endemik dari persamaan (1) adalah (Perko,
1991)

Eo = (S0, Eo, Io, To) = (ﬁ 0,0,0).

Titik ekuilibrium endemik persamaan (1) adalah
(Perko, 1991)
A AL AN  TAN

1= (;TA (et D (pitk+p)’ cp’ Cﬁ(u+cr/1))'
Basic reproduction ratio persamaan
diperolen  dengan  menggunakan Next
Generation Matrix (Driessche danWatmough,
2002)

)

_ cBuA
T N (k) (ptr+d)’

Ro )
Teorema 1

Titik ekuilibrium endemik E, bersifat stabil
secara lokal jika R, < 1 dan tidak stabil jika
Ry > 1.

Bukti:

Pelinearan matriks Jacobian model (1) di titik
ekuilibrium Eo. Matriks Jacobi Jg, ekuilibrium
non-endemik adalah

LN
J.=| 0 —k- A 0
0 ,LlN
0 k —u—-r—d 0
| 0 0 r |

Titik ekuilibrium non-endemik E, stabil secara
lokal jika semua nilai eigen dari Det(Jg - 2) =0
bernilai real negatif (Perko, 1991; Brauer and
Castillo-Chavez, 2000). Nilai eigen dari
Det(Jg,- ) = 0 semua bernilai negatif untuk
cfuld < uN(u+k)(u+r+d), ekivalen
dengan R, < 1. Sebaliknya nilai eigen dari
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Det(Jp,- ) = 0, jika terdapat salah satu yang
bernilai real positif jika R, > 1 dengan kata
lain Egtidak stabil. 0

2.2 Kontrol Pengobatan Optimal Pada
Transmisi Tuberkulosis
Pada persamaan (1) diberikan variabel
kontrol U = {u|u(t) terbatas dan terukur,
O<u(t)<b<1, ¢te[0,tf]}, dimana u(t)
adalah kontrol pengobatan per unit waktu.
Persamaan epidemiologi tipe SEIT setelah
diberikan kontrol pengobatan (u) persamaan (1)
menjadi
L= A-25-us

dt

% = 2S-pIE - (k + WE

dat

dal

— = PAE + kE - (u+d+r@A+uw)l+oiR

S =r(+u)l — AR - 4R J

3
Berdasarkan persamaan 3) dengan
menggunakan operator Next Generation Matrix
(Driessche dan Watmough, 2002) basic

reproduction ratio dengan tindakan kontrol
(Ro,) adalah

_ cBuA
0U = N(ut+k)(ptr(1+uw)+d)’
Akibatnya dari persamaan (2) Rou < Ro.
Fungsional objektif pada model kontrol

pengobatan optimal pada model tipe SEIT
dengan reinfeksi adalah

min J(w) = [}7(AI(t) + CW?())dt,  (4)
dimana A adalah bilangan positif sebagai bobot
jumlah individu kompartemen infected, C adalah
suatu bobot parameter yang bersesuaian dengan
kontrol u(t) dan t; adalah waktu akhir periode.

Langkah pertama untuk mengkaji model
kontrol optimal yaitu mencari persamaan
Lagrangian dan Hamilton dari masalah kontrol
optimal. Persamaan Lagrangian masalah kontrol
optimal yaitu:

L(I,u) = AI(t) + Cu?(t). (5)
dibentuk fungsional objektif atau integral indeks
performance untuk meminimumkan persamaan
Hamilton H dari persamaan (3) dan (5) yaitu:

H= AI(t) + Cu(t) + 4 E2 42, 59 4
dai(t) daT(t)
2389 1 5, 2O, (6)
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Sebelum menentukan solusi model kontrol
optimal, lebih dahulu dikarakterisasi model
kontrol seperti yang dinyatakan dalam Teorema
2 berikut:

Teorema 2

Misalkan S'(t), E'(t), I'(t), T'(t) adalah
penyelesaian yang bersesuaian dengan sistem
persamaan (6) dan kontrol optimum u*(t) maka
terdapat variabel-variabel adjoint A;, A, A3, A4
yang memenuhi:

L1 = (M = ) A+ A ©)

L2 = (4 = 1) A+ K) + Au ®)

% =-A+4 —/13)6’%'*' (22 —13)1)3\[,% +
(A = 44) (r(1 +u) - ZL8) +
Az(u+d) ©)

% = (A4 — A3)OA+ A, (10)

dengan syarat batas (transversality)

A(t) = Aa(t)) = As(ty) = Aa(t)) =0, (11)

dan kontrol optimum u*(t), yaitu
u*(t) = min {b, maks {a, w}} . (12

2C
Bukti:
Untuk menentukan persamaan adjoint dan syarat
batas, digunakan persamaan Hamiltonian
persamaan (6), dengan menggunakan Prinsip
Maksimum Pontryagin, diperoleh persamaan
adjoint berikut:

dh _ _OH dkp _ _OH dl3 _ _OH

aa ~ 9s’ at ~ ov’ at oI

d2 oH

— = —5p dengan M) = A(ty) =
A3(tr) = 4(t;) = 0.  Kondisi optimalisasi

bentuk Hamiltonian terhadap kontrol optimal
OB = 2Cu*(t) — AarI*(£) + AgrI*(t) = 0.

Juq
Sehingga diperoleh u*(t) = W

dengan menggunakan sifat ruang kontrol

diperoleh
(Az=A)r1* (1)

@ 2S¢
0 () = (ls—ﬂ;;rl*(t)’a < (43—3?1*@) <b
| b G ALNO)
k ’ 2C
atau dapat dituliskan dalam bentuk
* s (A3=A )T (t)
u*(t) = min {b, maks {a, —— }} O
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Solusi dari fungsi adjoint persamaan (7)-(10)
yaitu A7 (t), 25 (t), A3(t), dan A,(t) yang dapat
diperoleh secara numerik.

3. SIMULASI NUMERIK

Langkah pertama penyelesaian kontrol
optimal dari persamaan (3) dengan memasukkan
tebakan awal pada kontrol pengobatan u*.
Kemudian mensubstitusikan tebakan awal nilai
kontrol pada variabel state. Selanjutnya nilai
kontrol dan nilai variabel state disubstitusi ke
variabel adjoint dengan kondisi transversality.
Nilai variabel state dan adjoint disubstitusi
kembali ke variabel kontrol, sehingga diperoleh
nilai variabel kontrol kedua. Proses ini
dilanjutkan sehingga diperoleh nilai variabel
state, adjoint, dan kontrol sampai pada waktu
akhir yang ditentukan. Simulasi persamaan state
dan adjoint diselesaikan dengan metode Runge-
Kutta orde empat skema maju-mundur dengan
menggunakan program Matlab. Adapun simbol,
deskripsi, dan estimasi parameter dan nilai awal
yang digunakan simulasi numerik seperti pada
Tabel 1 berikut. Nilai parameter diambil dari
jurnal Neilan dan Lenhart (2010), dan nilai A
diasumsikan.

Tabel 1. Simbol, Deskripsi, dan Parameter

Model
Simbol | Deskripsi Estimasi
A Laju rekritmen 3500 per
tahun
c Tingkat kontak individu 2 per
kompartemen | dengan tahun
individu kompartemen lain
i Laju transmisi infeksi 14 per
tahun
U Laju kematian alamiah 0,01 per
masing-masing tahun
kompartemen
d Laju kematian kompartemen | 0,08 per
terinfeksi karena sakit tahun
k Laju infeksi aktif dari 0,2 per
infeksi pasif yang tanpa tahun
kontak lagi dengan |
p Laju infeksi aktif dari 0,3 per
infeksi pasif yang kontak tahun
lagi dengan |
r Laju pengobatan 0,6 per
tahun
o Laju reinfeksi dari 0,12 per
kompartemen L ke | tahun
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Jumlah awal masing-masing kompartemen
diasumsikan yaitu: S(0) = 85000, V(0) = 10000,
1(0) = 5000, R(0) = 0, sesuai dengan proporsi
masing-masing kompartemen suatu populasi
pada umumnya. Kontrol pengobatan 1 + u(t)
yaitu upaya mengurangi jumlah individu
kompartemen  terinfeksi  tuberkulosis  da
meningkatkan jumlah individu komparteme
pengobatan.

Pada Gambar 2 dapat dilihat bahwa denga
pengobatan dapat menurunkan jumlah individ
kompartemen exposed.
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Gambar 2. Dinamika kompartemen exposed
dengan pengobatan dan tanpa
pengobatan

Pada Gambar 3 dapat dilihat bahwa kontrol
pengobatan lebih efektif menurunkan juml~*
individu kompartemen terinfeksi dibandingk
dengan tanpa kontrol.
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Gambar 3. Dinamika kompartemen terinfeksi
dengan kontrol dan tanpa kontrol
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Pada Gambar 4 dapat dilihat bahwa kontrol
pengobatan lebih efektif meningkatkan jumlah
individu kompartemen pengobatan
dibandingkan dengan tanpa kontrol.
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Gambar 4. Dinamika kompartemen
pengobatan dengan kontrol
dan tanpa kontrol

Pada Gambar 5 dapat dilihat bahwa
besarnya biaya kontrol pengobatan tidak
mempengaruhi grafik, artinya  kontrol
pengobatan dengan biaya C = 10 sudah cukup
optimal untuk menurunkan jumlah individu
kompartemen terinfeksi atau meningkatkan

jumlah individu kompartemen pengobatan.
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Gambar 5. Kontrol pengobatan dengan C = 10,
C=40,dan C =100

141



Nainggolan, J.

5. KESIMPULAN

Berdasarkan ~ kajian ~ model  kontrol
pengobatan optimal pada model transmisi
penyebaran penyakit tuberkulosis tipe SEIT
diperoleh bahwa:

1) Pengobatan dapat menurunkan jumlah

individu kompartemen exposed.

2) Kontrol pengobatan optimal lebih
efektif menurunkan jumlah individu
kompartemen terinfeksi dibandingkan
dengan tanpa kontrol.

3) Basic reproduction ratio dengan kontrol
pengobatan lebih kecil dibandingkan
dengan tanpa kontrol artinya kontrol
dengan  pengobatan lebih  efektif
menurunkan  penyakit  tuberkulosis
dibandingkan dengan tanpa kontrol.
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