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ABSTRACT 

Outliers are observations that are far away from other observations. Outlier can be interfered with 

the process of data analysis which influence the regression parameters estimation. Methods that are 

able to deal with outliers are Minimum Covariance Determinant and Least Absolute Deviation 

methods. However, if both methods are applied with small sample the validity of both methods is 

being questioned. This research applies bootstrap to MCD and LAD methods to small sample. 

Resampling using 500, 750,and 1000 with confidence interval of 95% and 99% shows that both 

methods produce an unbiased estimators at 10%, 15%, and 20% outliers. The confidence interval of 

MCD-Bootstrap method is shorter than  LAD-Bootstrap method. Both are, MCD-Bootstrap method is 

a better thus than LAD-Bootstrap method. 

Keywords: Bootstrap, Least Absolute Deviation (LAD), Minimum Covariance Determinant (MCD), 

                  Outliers. 

 

1. PENDAHULUAN 

Analisis regresi merupakan metode 

statistika yang bertujuan untuk menganalisis 

hubungan atau pengaruh antara satu atau lebih 

peubah prediktor terhadap peubah respons. 

Analisis regresi linear dibagi menjadi dua jenis 

yaitu analisis regresi linear sederhana dan 

analisis regresi linear berganda. Analisis regresi 

linear berganda adalah analisis regresi yang 

melibatkan dua atau lebih peubah prediktor 

dengan satu peubah respons. Model regresi 

linear berganda dapat dituliskan sebagai berikut: 

                                         

Pada analisis regresi, metode estimasi yang 

digunakan untuk menduga parameter serta 

memiliki sifat tidak bias adalah Metode Kuadrat 

Terkecil (MKT) atau Ordinary Least of Square 

(OLS). Penggunaan MKT memerlukan asumsi-

asumsi tertentu yang harus dipenuhi antara lain 

adalah galat (sisaan) harus memenuhi asumsi 

kenormalan. Namun dalam berbagai kasus 

penelitian, tidak jarang ditemukan pelanggaran 

terhadap asumsi kenormalan. Salah satu 

penyebabnya adalah adanya pencilan (outlier) 

pada data amatan. 

Pencilan merupakan data amatan yang 

menyimpang jauh lebih besar atau jauh lebih 

kecil dari data amatan lainnya. Oleh karena itu, 

diperlukan alternatif dalam pemilihan metode 

estimasi yang tepat tanpa menghilangkan data 

pencilan. Metode yang mampu menghasilkan 

penduga parameter yang robust atau kekar 

terhadap adanya pencilan pada analisis regresi 

linear berganda adalah Minimum Covariance 

Determinant (MCD) dan Least Absolute 

Deviation (LAD). Akan tetapi, jika kedua 

metode ini dihadapkan pada data yang 

berjumlah sedikit maka diragukan. Oleh sebab 

itu, perlu dilakukannya penelitian terhadap 

pengaplikasian bootstrap atau resampling pada 

metode MCD dan metode LAD dengan data 

yang berjumlah sedikit. 

Prinsip bootstrap adalah menduga parameter 

untuk masing-masing jumlah sampel yang 
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diperoleh dengan mengambil sampel berukuran 

n dari nilai-nilai data asli. Sampel tersebut 

merupakan sampel acak dengan pengembalian, 

artinya bahwa beberapa nilai sampel asli akan 

berulang dan beberapa diantaranya tidak akan 

terambil sama sekali (Sprent, 1989). Metode 

bootstrap yang digunakan pada regresi linear 

adalah bootstrap residual. Metode bootstrap 

residual adalah metode yang meresampling 

sisaannya. 

Berdasarkan pemaparan di atas, penulis 

tertarik melakukan perbandingan terhadap 

metode MCD Bootstrap dan LAD Bootstrap 

dalam mengatasi pengaruh pencilan pada 

analisis regresi linear berganda. Hal ini dapat 

ditunjukkan dengan membandingkan bias 

penduga parameter dan lebar selang yang 

dihasilkan oleh metode MCD Bootstrap dan 

LAD Bootstrap.  

Dengan demikian, tujuan dari penelitian ini 

adalah untuk mengetahui bias yang dihasilkan 

oleh metode MCD Bootstrap dan 

LAD Bootstrap.  

 

2. TINJAUAN PUSTAKA 

Metode Kuadrat Terkecil (MKT) 

 Metode kuadrat terkecil adalah salah satu 

metode yang sering digunakan untuk menduga 

parameter dalam analisis regresi linear berganda. 

MKT meminimumkan jumlah kuadrat sisaan 

(galat), sehingga nilai parameternya mendekati 

nilai sesungguhnya. Menurut Teorema Gauss-

Markov, setiap pendugaan MKT yang 

asumsinya terpenuhi akan bersifat BLUE (Best 

Linear Unbiased Estimator).  

 

Pencilan (Outlier) 

    Pencilan merupakan data amatan yang 

berada jauh dari amatan lainnya. Pencilan dalam 

data akan mengganggu proses analisis data 

sehingga dapat memberikan pengaruh yang 

besar terhadap pendugaan parameter regresi. 

Keberadaan pencilan akan menimbulkan suatu 

masalah dalam metode kuadrat terkecil (Neter, 

et al., 1997).  

 

 

Minimum Covariance Determinant (MCD) 

MCD merupakan metode penduga 

parameter dengan meminimumkan determinan 

matriks kovarians. Prinsip MCD adalah dengan 

menggunakan vektor rata-rata dan matriks 

kovarians yang didapat dari penduga MCD 

untuk menentukan bobot dari setiap data, 

sehingga akan didapat penduga parameter model 

MCD. Metode ini bertujuan untuk mencari 

subsampel H yang berukuran    dari keseluruhan 

  amatan dengan      yang matriks 

kovariansnya memiliki determinan terkecil di 

antara semua kombinasi kemungkinan data 

(Hubert & Debruyune, 2009). 

Adapun nilai   dapat ditentukan dengan 

rumus sebagai berikut: 

  
     

 
                              (2) 

Untuk nilai vektor rataan      dan matriks 

kovarians      diberikan: 

      
 

 
∑                                                                         

      
 

 
∑            ]                                          

 

Dari persamaan (3) dapat diketahui nilai 

determinan matriks kovarians. Jika           

   maka kemudian hitung jarak Mahalanobis. 

Menghitung jarak Mahalanobis yang kekar 

diperoleh dengan rumus: 

       √              
                (5) 

Adapun langkah-langkah penduga MCD 

dengan  Fast-MCD adalah mengambil himpunan 

bagian dari matriks   secara acak, misalkan 

himpunan bagian tersebut    dengan jumlah 

elemen sebanyak  . Hitung vektor rataan      

dan matriks kovarians      pada    dengan 

persamaan (3) dan (4).   

Misalkan          dan          , serta 

hitung         . Apabila            maka 

berhenti, tetapi jika           , maka hitung  

Robust Distance (RD) menggunakan persamaan 

(5). Nilai RD yang diperoleh akan diurutkan dari 

nilai terkecil. Demikian seterusnya hingga 

mencapai                     . Ulangi 

langkah diatas dengan mengambil himpunan   

selanjutnya. Pilih himpunan   yang memiliki 

nilai determinan matriks kovarians terkecil, 

selanjutnya mencari nilai      dan     . 
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Berdasarkan anggota   tersebut, selanjutnya data 

diboboti: 

    {
                      

                   
 

                                                                               
 

 

Pembobot    dapat membentuk matriks      

berukuran      , sebagai berikut: 

 

       [

   

   

 
   

   

   

   

 
   

  

   

   

 
   

  

 
 
  
  

   

   

 
   

] 

Sehingga diperoleh penduga MCD dengan 

persamaan: 

 ̂                                  

 

Least Absolute Deviation (LAD) 

Least Absolute Deviation (LAD) 

merupakan metode penduga parameter untuk 

menangani masalah galat yang tidak 

berdistribusi normal. Metode LAD dikenal 

dengan berbagai istilah yaitu Minimum Absolute 

Deviation dan Least Absolute Value (LAV). 

Penaksiran LAD untuk mendapakan    adalah 

meminimumkan jumlah nilai mutlak dari galat 

yaitu: 

 ̂      min ∑ |  |
 
    

    = min ∑ |     
     | 

                     (7) 

Metode penaksiran LAD dapat dimodelkan 

sebagai berikut: 

 ̂                                                                           

dengan   adalah matriks diagonal dengan 

elemen diagonalnya    . 

      {

 

|  |
      |  |   

       |  |   
   

dengan    adalah galat dari nilai awal yang telah 

diperoleh dari metode kuadrat terkecil (El-

Salam, 2013).  

 

Bootstrap Residual 

Metode bootstrap akan menghasilkan 

dugaan koefisien regresi   ̂    sebanyak jumlah 

ulangan (B). Langkah-langkah bootstrap 

residual adalah menentukan nilai  ̂ dari model 

analisis regresi yang telah ditetapkan. 

Selanjutnya menghitung nilai residual yaitu 

     ̂, diperoleh               . 

Mengambil sampel bootstrap berukuran   dari 

           secara acak dengan pengembalian, 

diperoleh sampel bootstrap  

      
    

      
  . Menghitung nilai 

bootstrap untuk     dengan menambahkan   , 

sehingga menghasilkan   ̂ . Mengulagi proses 

diatas ssuai dengan ulangan (B) yang diinginkan 

(Sungkono, 2013). 

 

2. METODE PENELITIAN 

Data yang digunakan dalam penelitian ini 

adalah data simulasi yang diperoleh dengan  

membangkitkan data berdistribusi normal. Data 

dibangkitkan dengan bantuan program R i386 

3.2.0. Data yang dibangkitkan dimodelkan 

dalam regresi linear berganda. Banyaknya 

sampel yang digunakan adalah 40 amatan. 

Persentase pencilan yang akan digunakan 

yaitu 10%, 15%, dan 20%.  

Langkah pertama dari penelitian ini adalah 

membangkitkan nilai sisaan     yang 

berdistribusi normal sebanyak 40 dengan rataan 

0 dan varians 1. Selanjutnya, membangkitkan 

peubah prediktor sebanyak 40 amatan 

             dan           . Menentukan 

nilai peubah respons dengan nilai parameter 

yang telah ditentukan yakni       dan 

         Pencilan dibangkitkan pada peubah 

respons sebesar 10%, 15%, dan 20%. Kemudian, 

menghitung nilai peubah respons yang telah 

ditambahkan pencilan. Langkah berikutnya, 

dilakukan uji Anderson-Darling untuk melihat 

kenormalan data, pendeteksian pencilan dengan 

plot robust distance dan dianalisis dengan 

menggunakan Metode Kuadrat Terkecil (MKT). 

Langkah selanjutnya, data dianalisis dengan 

metode MCD Bootstrap yaitu menduga nilai 

parameter dengan mencari nilai vektor rataan 

dan matriks kovarians MCD. Selanjutnya untuk 

menemukan    ,    ,dan      , sisaan yang 

diperoleh dari metode MCD kemudian 

diresampling dengan metode bootstrap residual 

sebanyak  500, 750, dan 1000 kali ulangan 

dengan selang kepercayaan 95% dan 99%. 

Selanjutnya, dilakukan analisis dengan metode 
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LAD Bootstrap. Dilakukan resampling pada 

sisaan yang diperoleh dari metode 

LAD Bootstrap. Resampling dilakukan 

sebanyak 500, 750, dan 1000  kali dengan selang 

kepecayaan 95% dan 99%. Langkah terakhir, 

yakni membandingkan hasil yang diperoleh dari 

kedua metode tersebut. 

 

4.  HASIL DAN PEMBAHASAN 

4.1  Pemeriksaan Kenormalan Data 

Pemeriksaan kenormalan data menggunakan 

uji kenormalan Anderson-Darling dilakukan 

dengan menggunakan program Minitab 17. 

Hipotesis sebagai berikut: 

   : sisaan menyebar secara normal 

   : sisaan tidak menyebar secara normal 

Sisaan dikatakan menyebar secara normal 

(terima   ) apabila nilai p-value lebih besar dari 

alfa ( ). Demikian sebaliknya, sisaan dikatakan 

tidak menyebar secara normal (tolak   ) apabila 

nilai p-value lebih kecil dari alfa ( ). Pada 

penelitian uji kenormalan data ini, alfa ( ) yang 

digunakan sebesar 0,05. Nilai p-value pada uji 

Anderson-darling disajikan pada table berikut: 

Tabel 1. Uji Kenormalan Data 

Persentase 

Pencilan 
P-value Keterangan 

Data awal 

(tanpa 

pencilan) 

0,551 Terima    (normal) 

10% < 0,005 
Tolak    (tidak 

normal) 

15% < 0,005 
Tolak    (tidak 

normal) 

20% < 0,005 
Tolak    (tidak 

normal) 

Berdasarkan hasil uji kenormalan data 

dengan uji Anderson-Darling, dapat dilihat 

bahwa data awal (tanpa pencilan) memiliki 

nilai p-value yang lebih besar dari alfa ( ) 

sebesar 0,05. Hal ini berarti data awal (tanpa 

pencilan) merupakan data yang menyebar 

secara normal. Namun nilai p-value pada data 

yang memiliki persentase pencilan sebesar 

10%, 15%, dan 20% menunjukkan bahwa data 

yang mengandung pencilan merupakan data 

tidak menyebar secara normal. 

 

 

4.2   Pemeriksaan Pencilan 

Pemeriksaan pencilan dilakukan 

menggunakan Robust Distance (RD) dengan 

bantuan program Ri386 3.2.0. Pencilan dapat 

diklasifikasikan dengan plot outlier yang 

berguna untuk membedakan data amatan. Plot 

yang dihasilkan akan membagi amatan atas 4 

kuadran berdasarkan jenis pencilan yang 

terdeteksi. Pada pemeriksaan pencilan dengan 

Robust Distance diperoleh plot sebagai berikut: 

 
Gambar 1. Plot RD pada Pencilan 10% 

 

Amatan yang terdeteksi pencilan antara lain 

adalah amatan ke-1, 2, 3 dan 4. Terlihat bahwa 

terdapat sebanyak 1 amatan yang berada pada 

kuadran I yang merupakan bad laverage dan 

terdapat sebanyak 3 amatan yang berada pada 

kuadran II yang merupakan outlier orthogonal. 

Berikutnya pencilan dengan persentase 15%. 

Gambar 2. Plot RD pada Pencilan 15% 
 

Amatan yg terdeteksi pencilan adalah 

amatan ke-10, 11, 12, 38, 39 dan 40. Pada 

kuadran I terdapat 1 amatan dan pada kuadran II 

terdapat 5 amatan. Hal ini berarti 1 amatan 

termasuk bad laverage yaitu amatan ke-39 dan 5 

amatan termasuk outlier orthogonal. Selanjutnya 

plot RD dengan pencilan 20% : 
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Gambar 3. Plot RD pada Pencilan 20% 

 

Pada Gambar 3 terlihat pada pencilan 20% 

terdapat 8 amatan yang terdeteksi pencilan. 

Amatan tersebut adalah amatan ke-1, 2, 15, 16, 

20, 22, 35 dan 36. Amatan jenis pencilan bad 

leverage sebanyak 1 amatan yang berada pada 

kuadran I. Sedangkan pada kuadran II terdapat 

sebanyak 7 amatan yang termasuk outlier 

orthogonal. 

 

4.3 Analisis Data dengan Metode Kuadrat 

Terkecil (MKT) 

Metode awal yang digunakan untuk 

menduga nilai parameter pada penelitian ini 

adalah MKT. Data awal tanpa pencilan dan 

data dengan pencilan, selanjutnya akan 

dianalisis dengan menggunakan MKT. Selang 

kepercayaan yang digunakan adalah 95% dan 

99%. Diperoleh nilai parameter dengan MKT, 

sebagai berikut: 

Tabel 2. Analisis dengan MKT 

 
 

 

 

Tabel 3. Analisis dengan MKT 

 
 

Berdasarkan Tabel 2 dan Tabel 3 diperoleh 

bahwa data awal tanpa pencilan untuk selang 

kepercayaan 95% dan 99% adalah tidak bias.  

Hal ini dapat disimpulkan karena nilai penduga 

parameter         dan      yang dihasilkan oleh 

analisis metode MKT berada antara lebar selang 

kepercayaan yang sudah diberikan. Hasil yang 

sama diperlihatkan saat persentase pencilan 10% 

untuk parameter     yang bersifat  tidak bias. 

Namun untuk parameter     dan      pada 

persentase 10% tidak berada pada selang 

kepercayaan 95% dan 99%. 

Dilain pihak, nilai penduga parameter pada 

data dengan persentase pencilan sebesar 15% 

dan 20% untuk selang kepercayaan 95% dan 

99% tidak berada pada lebar selang yang sudah 

diberikan. Hal ini berarti, penduga parameter 

        dan      yang dihasilkan mengalami 

bias. Karena data dengan pencilan  mengalami 

bias pada analisis MKT, maka akan dilanjutkan 

menganalisis dengan metode MCD-Bootstrap 

dan LAD-Bootstrap.  

 

4.4  Analisis Data dengan Metode Minimum 

Covariance Determinant (MCD-Bootstrap 

Langkah pertama dari analisis MCD adalah 

menduga parameter regresi dengan mencari nilai 

vektor rataan dan matriks kovarians MCD. 

Selanjutnya untuk menemukan          dan      

pada data yang mengandung pencilan sebesar 

10%, 15% , dan 20%, sisaan yang diperoleh dari 

metode MCD kemudian diresampling dengan 

metode bootstrap residual. 
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Resampling dilakukan sebayak 500, 750, 

dan 1000 kali ulangan. Selang kepercayaan yang 

digunakan adalah  selang kepercayaan sebesar 

95% dan 99%.  

 

Tabel 4. Analisis Metode MCD Bootstrap 

dengan B = 500, SK= 95% 

 
 

Tabel 5. Analisis Metode MCD Bootstrap 

dengan B = 500, SK= 99% 

 
 

Tabel 6. Analisis Metode MCD Bootstrap 

dengan B = 750, SK= 95% 

 
 

Tabel 7. Analisis Metode MCD Bootstrap 

dengan B = 750, SK= 99% 

 

Tabel 8. Analisis Metode MCD Bootstrap 

dengan B = 1000, SK= 95% 

 
 

Tabel 9. Analisis Metode MCD Bootstrap 

dengan B = 1000, SK= 99% 

 
 

Sifat tidak bias pada selang kepercayaan 

95% dan 99% terjadi apabila nilai parameter 

regresi yaitu           dan       berada pada 

selang kepercayaan yang sudah diberikan. Pada 

Tabel 4, 5, 6, 7, 8 , dan 9 dapat dilihat bahwa 

nilai parameter dari data dengan pencilan 



E-Jurnal Matematika Vol. 6 (1), Januari 2017,  pp. 47-55                                                             ISSN: 2303-1751 

 

53 

 

sebesar 10%, 15%, dan 20% berada pada selang 

kepercayaan. Hal ini berarti data bersifat tidak 

bias pada selang kepercayaan 95%, 99% dengan 

resampling 500, 750, dan 1000 kali  ulangan. 

 

4.5 Analisis Data dengan Metode Least 

Absolute Deviation (LAD)-Bootstrap 

Langkah berikutnya yang dilakukan setelah 

data pencilan dianalisis dengan menggunakan 

metode MCD-Bootrtrap adalah menganalisis 

data pencilan dengan metode LAD-Bootstrap. 

Untuk menduga nilai parameter regresi, data 

yang mengandung pencilan sebesar 10%, 15%, 

dan 20% akan dianalisis dengan metode LAD.    

Selanjutnya dilakukan resampling sebanyak 

500, 750, dan 1000 kali ulangan bootstrap 

residual. Berikut hasil analisis dengan metode 

LAD-Bootstrap. 

Tabel 10. Analisis Metode LAD-Bootstrap 

dengan  B=500 , SK= 95% 

 
 

Tabel 11. Analisis Metode LAD-Bootstrap 

dengan  B=500 , SK= 99% 

 
 

Tabel 12. Analisis Metode LAD-Bootstrap 

dengan  B=750 , SK= 95% 

 
 

Tabel 13. Analisis Metode LAD-Bootstrap 

dengan  B=750 , SK= 99% 

 
 

Tabel 14. Analisis Metode LAD-Bootstrap 

dengan  B=1000 , SK= 95% 
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Tabel 15. Analisis Metode LAD-Bootstrap 

dengan  B=1000 , SK= 99% 

 
 

Pada Tabel 10, 11, 12, 13, 14, dan 15, 

menunjukkan bahwa data yang mengandung 

pencilan sebesar 10%, 15%, 20% yang telah 

dianalisis dengan metode LAD-Bootstrap 

bersifat tidak bias. Hal ini terlihat dari nilai 

parameter         dan      berada pada selang 

kepercayaan 95% dan 99%. 

 

4.6  Perbandingan Hasil Analisis Metode 

MCD-Bootstrap dengan LAD-

Bootstrap 

Perbandingan antara hasil analisis metode 

MCD-Bootstrap dengan LAD-Bootstrap dapat 

dilihat dari bias parameter dan lebar selang 

kepercayaan yang diperoleh. Pada analisis MCD-

Bootstrap dan LAD-Bootstrap sama-sama 

menghasilkan penduga parameter yang tidak 

bias pada data yang mengandung pencilan 

sebesar 10%, 15% ,dan 20%  dengan  

resampling  sebanyak 500, 750, dan 1000 kali 

ulangan. 

Selang kepercayaan yang digunakan sebesar 

95% dan 99%. Selang kepercayaan yang 

dianggap mengandung nilai parameter 

sebenarnya  terdiri dari batas bawah dan batas 

atas. Lebar selang kepercayaan dapat menjadi 

perbandingan ketepatan  dari metode MCD-

Bootstrap dan LAD-Bootstrap dalam mengatasi 

pencilan. Lebar selang diperoleh dari selisih 

batas atas dengan batas bawah yang dihasilkan 

oleh penduga parameter pada selang 

kepercayaan. Lebar selang yang pendek 

menunjukkan pendugaan yang lebih akurat. 

Demikian pula sebaliknya, lebar selang yang 

panjang menunjukkan pendugaan yang kurang 

akurat. Lebar selang pada metode MCD-

Bootstrap dan LAD-Bootstrap diuraikan pada 

tabel berikut ini: 

 

Tabel 16. Lebar selang saat B= 500 

 
 

Tabel 17. Lebar selang saat B= 750 

 
 

Tabel 18. Lebar selang saat B= 1000 

 

Berdasarkan Tabel 16, 17, dan 18  

menunjukkan bahwa lebar selang yang 

dihasilkan oleh metode MCD Bootstrap lebih 

pendek dibandingkan lebar selang yang 

dihasilkan oleh metode LAD Bootstrap saat 
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resampling sebanyak 500, 750, dan 1000 kali 

ulanagan dan pada selang kepercayaan 95%  

dan 99% untuk penduga parameter 

    ,    dan     . 

 

5.  KESIMPULAN DAN SARAN 

 Berdasarkan hasil analisis dan pembahasan, 

didapatkan kesimpulan sebagai berikut: 

1. Metode MCD Bootstrap dapat mengatasi 

pencilan pada data yang mengandung 

pencilan sebesar 10%, 15% dan 20%. Hal 

ini dapat dilihat dari metode ini 

menghasilkan penduga parameter yang tidak 

bias saat ulangan 500, 750, dan 1000 kali 

ulangan dan pada selang kepercayaan 95% 

dan 99%.  

2. Metode LAD Bootstrap dapat mengatasi 

pencilan pada data yang mengandung 

pencilan sebesar 10%, 15% dan 20%. Hal 

ini dapat dilihat dari metode ini 

menghasilkan penduga parameter yang tidak 

bias saat ulangan 500, 750, dan 1000 kali 

ulangan dan pada selang kepercayaan 95% 

dan 99%.  

3. Keakuratan metode MCD Bootstrap lebih 

tinggi dibandingkan metode 

LAD Bootstrap. Hal ini dapat ditunjukkan 

dari lebar selang yang dihasilkan oleh 

metode MCD Bootstrap lebih pendek saat 

ulangan 500, 750, dan 1000 kali.  

Adapun saran yang diberikan pada 

penelitian ini adalah perlu dikakukan penelitian 

lebih lanjut untuk membandingkan metode 

robust yang lainnya seperti Least Trimmed 

Square (LTS), estimasi-M, estimasi-MM dalam 

mengatasi pengaruh pencilan pada data.  
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