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R E S U M E 

Dans cette étude, la théorie de déformation de cisaillement non locale unifiée est 
proposée pour l’étude la flexion et le flambement des nano poutres. Cette théorie est 
basée sur l'hypothèse que les déplacements transversaux et plans sont constitués de 
composantes de flexion et de cisaillement, les composantes de cisaillement ne 
contribuent pas aux moments de flexion. Les équations du mouvement sont dérivées en 
utilisant le principe d’Hamilton. Des solutions analytiques pour la déformation, charge 
de flambement, et la fréquence naturelle sont présentées pour une nano-poutre 
simplement appuyée, et les résultats obtenus sont comparés à ceux proposés par la 
théorie des poutres non locales de Timoshenko et les théories des poutres de Reddy. 

A B S T R A C T 

In this study, non unified local shear deformation theory is proposed to consider the 
bending and buckling of nano beams. This theory is based on the assumption that the 
cross-sectional and planar displacements consist of bending and shear components, 
shear components do not contribute to the bending moments. Motion equations are 
derived using the Hamilton’s principle. Analytical solutions for deformation, buckling 
load, and the natural frequency are presented to a nano simply supported beam, and the 
results obtained are compared to those proposed by the nonlocal Timoshenko beam 
theory and Reddy beam theories. 
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1 Introduction 

Les éléments structurels tels que les poutres, les plaques, et les membranes en micro-ou nano échelle en longueur sont 
couramment utilisés comme composants dans des dispositifs de micro-système ou nano électromécaniques [1, 2].  

Fondamentalement, deux différentes approches sont disponibles pour la modélisation théorique des matériaux 
nanostructures : les approches atomistiques et la mécanique des milieux continus. Le premier comprend la dynamique 
moléculaire classique (MD), la dynamique moléculaire de fortes liaisons (TBMD) et la théorie de la densité fonctionnelle 
(DFT) [1, 3-7].  

Le calcul de ces approches est souvent coûteux, en particulier pour les nanotubes de carbone multi paroi à grande 
échelle. Par conséquent, la mécanique des milieux continus est considérée comme un moyen alternatif pour la  
modélisation des matériaux à l'échelle nanométrique. En effet, les effets d’échelles sont importants dans le comportement 
mécanique de ces structures dans lesquelles les dimensions sont faibles et comparables à des distances moléculaires. Ces 
effets peuvent être déterminés à l'aide de la mécanique des milieux continus qui dépend de la théorie de déformation [8], 
modifiant la théorie de la contrainte [9], et la théorie de l'élasticité non locale [10]. Contrairement aux théories classiques, 
les théories non locales contiennent des paramètres d'échelle pour les longueurs concernant les matériaux internes qui 
peuvent capter des effets de taille à l'échelle nanométrique. Un examen pour des différents modèles non locaux peut être 
trouvé dans [11]. Dans ce document, la théorie de l'élasticité non locale d’Eringen [10] est utilisée pour étudier la flexion et 
le flambement  des nano poutres simplement appuyées. 

La théorie non locale a été développée par plusieurs auteurs comme une réponse à l'incapacité de l'élasticité locale pour 
gérer les problèmes élastiques avec des singularités géométriques pointues (par exemple, une fissure pointue). Le modèle 
d’Eringen a été appliqué pour la micro et nano poutre d’Euler-Bernoulli par [12], l’étude  du flambement  des nanotubes de 
carbone a été faite par [13, 14] et aussi par [15] qui ont étudié une barre élastique en traction.  

Plusieurs auteurs ont développé l'utilisation de la théorie non-locale pour l'étude des vibrations libres transversales [16], 
la flexion et le flambement des nano poutres [17]. [18] a proposé le modèle hybride non-local de la poutre d’Euler-
Bernoulli et la formulation non linéaire non locale des poutres. En utilisant la méthode des éléments finis, [17] ont étudié 
les nano poutre avec la formulation linéaire non locale. Tounsi et ses collègues ont étudié la propagation des ondes sonores 
dans les nano tubes en carbone simple et double paroi en tenant compte de l'effet non local ainsi que la température et la 
contrainte axiale initiale. En outre, [18] a obtenu une équation du mouvement cohérente pour le déplacement d’un fluide 
dans les nano tubes en carbone par la vibration libre avec l’effet non local, qui est une application importante de la théorie 
élastique non locale dans les NTC. Plus récemment, l'effet de la chiralité des réponses mécaniques des nanotubes de 
carbone est étudié par [19-26]. [27]  ont étudié l'effet non local sur les propriétés de flambement thermiques pour les  nano 
tubes en carbone a double paroi (DWCNTs) où la concordance du modèle de poutre continue des NTC est examiné et 
l’amplitude du paramètre à petite échelle (c'est-à-dire e0a) est déterminée après avoir comparé les résultats avec ceux 
obtenus à partir de la simulation de la dynamique moléculaire (MD). 

Dans la présente étude, les différentes théories de déformation de cisaillement sont utilisées pour la flexion, le 
flambement et les vibrations de poutres nanométriques en utilisant l'élasticité locale et non locale. Ces théories sont basées 
sur l'hypothèse que les déplacements plans et transversaux sont constitués de composantes de flexion et de cisaillement, 
dans lesquelles les composants de flexion ne contribuent pas dans les forces de cisaillement et, de même, les composantes 
de cisaillement ne contribuent pas dans les moments de flexion. La caractéristique la plus intéressante de cette théorie est 
qu'elle représente une variation non linéaire des déformations de cisaillement transversales à travers l'épaisseur et satisfait 
les conditions aux limites de traction zéro sur les surfaces supérieure et inférieure de la nano poutre sans utiliser les facteurs 
de correction de cisaillement.  

En se  basant sur les relations constitutives non locales d’Eringen, on dérive les équations du mouvement des nano 
poutres en utilisant le principe de Hamilton. Les solutions analytiques pour la flexion, charge de flambement, et la 
fréquence naturelle sont présentés pour les nano poutres simplement appuyées, et les résultats obtenus sont comparés à 
ceux prédits par la théorie de poutre d'Euler-Bernoulli (EBT), la théorie de poutre de Timoshenko (TBT), et la théorie de 
poutre de Reddy (RBT). 
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2 Formulations  théoriques 

2.1 Hypothèses de base 

Le champ de déplacement de la théorie proposée est choisi en fonction des hypothèses suivantes:  

- Les déplacements sont petits en comparaison avec l'épaisseur des nano-poutres et, par conséquent, les 
déformations impliquées sont infinitésimales. 

- le déplacement transversal w comprend deux composantes, de flexion wb, et de cisaillement ws. Ces 
composantes sont seulement en fonction de la coordonnée x.  

 b sw( x,z ) w ( x ) w ( x )= +   (1) 

- La contrainte normale transversale σz est négligeable devant la contrainte plane σx.  

- Suivant  la direction x le déplacement u contient deux composantes, la flexion, et le cisaillement. 

 b su u u= +   (2) 

La composante de flexion ub est supposée être similaire au déplacement donné par la théorie de la poutre classique. Par 
conséquent, l'expression de ub  peut être donnée comme suit 

 
b

b
w

u z
x

∂
= −

∂
   (3) 

La composante de déplacement us dû à la déformation de cisaillement  est supposée être parabolique, sinusoïdale, 
hyperbolique et exponentielle par rapport aux coordonnées d'épaisseur. Ainsi, la composante de cisaillement us donne lieu, 
a une liaison avec ws, à une variation d'ordre élever pour une déformation de cisaillement γxz et donc a la contrainte de 
cisaillement τxz à travers l'épaisseur de la nano poutre de telle sorte que la contrainte de cisaillement τxz est nulle dans la 
partie supérieure et inférieure de la nano poutre. Par conséquent, l'expression de  us  peut être donné comme suit 

 s
s

w
u f ( z )

x
∂

= −
∂

  (4) 

La fonction f (z) associé al distribution de la contrainte de cisaillement à travers l'épaisseur de la poutre sont donnés 
dans le tableau 1. 

2.2 Cinématique 

En ce basant sur les hypothèses précédentes, le champ de déplacement peut être obtenu en utilisant les équations. (1) - (4)  

Tableau 1 forme des fonctions 

Modèle f ( z )  

Modèle 1 
3

2

4
3

zf ( z )
h

=  

Modèle 2  h zf ( z ) z sin
h
π

π
 = −  
 

 

Modèle 3 1
2

zf ( z ) z h sinh z cosh
h

   = − +   
   

 

Modèle 4 
22( z / h )f ( z ) z ze−= −  
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 b sw w
u( x,z,t ) z f ( z )

x x
∂ ∂

= − −
∂ ∂

 (5a) 

 b sw( x,z,t ) w ( x,t ) w ( x,t )= +  (5b) 

Les déformations associées aux déplacements dans l’équation sont 

 0   b s
x x x xz k f ( z ) kε ε= + +  et  s

xz xzg( z )γ γ=   (6)                                

Où 0 0
x

u
x

ε
∂

=
∂

,  
2

2
b b
x

w
k

x
∂

= −
∂

,  
2

2
s s
x

w
k

x
∂

= −
∂

 

 s s
xz

w
x

γ
∂

=
∂

, 1g( z ) f '( z )= −  et df ( z )f '( z )
dz

=  (7)  

2.3 Relations constitutives 

La réponse des matériaux à l'échelle nanométrique est différente de ceux de leurs homologues en vrac. L’élasticité 
nonlocal est d'abord considéré par [10]. Il a supposé que la contrainte a un point de référence est en fonction du champ de 
déformation à chaque point de la continuité. [10] a proposé une forme différentielle pour la relation de comportement non 
local s’exprime comme suit 

 
2

2
x

x x
d

E
dx
σ

σ µ ε− =  (8a) 

 
2

2
xz

xz xz
d

G
dx
τ

τ µ γ− =  (8b) 

où E et G sont respectivement le module d'élasticité et le module de cisaillement de la nano poutre, μ = (e0a) 2 est le 
paramètre non local, (e0 ) est une constante appropriée à chaque matière et (a) est une longueur caractéristique interne. Le 
paramètre non local dépend des conditions aux limites, chiralité, les formes de mode, le nombre de murs, et le type de 
mouvement [29]. Jusqu'à présent, il n'existe aucune étude rigoureuse faite sur l'estimation de la valeur du paramètre non 
local. Il est suggéré que la valeur du paramètre non local peut être déterminé en faisant une comparaison des courbes de 
dispersion de la mécanique des milieux continus non locaux et la simulation de la dynamique moléculaire [29, 30]. En 
général, une estimation attentive du paramètre non local est (e0a <2 nm) pour un nanotube de carbone a un seul mur [31]. 

2.4 Les équations du mouvement 

Le principe de "Hamilton " est utilisé pour dérivé les équations du mouvement. Ce principe peut être énoncé sous une 
forme analytique [16] 

 ( )
0

0
T

U V K dtδ + − =∫  (9) 

où δU est la variation virtuelle de l'énergie de déformation; δV est la variation virtuelle de l'énergie potentielle, et δK 
est la variation virtuelle de l'énergie cinétique. La variation de l'énergie de déformation de la poutre peut être exprimée 
comme                         

 
( )

0

2 2

2 2
0

   

   
        

L

x x xz xz
A

L
b s s

b s

U dAdx

d w d w d w
M M Q dx

dxdx dx

δ σ δ ε τ δ γ

δ δ δ

= +

 
= − − + 

 

∫ ∫

∫
 (10) 

Où Mb, Ms et Q sont les résultantes des contraintes définies comme 

 
 b s x

A

( M ,M ) ( z, f ) dAσ= ∫  et  xz
A

Q g dAτ= ∫    (11)                                             
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La variation de l'énergie potentielle par les charges appliquées peut être écrite comme 

 ( ) ( ) ( )
0

0 0

 
L L

b s b s
b s

d w w d w w
V q w w dx N dx

dx dx
δ

δ δ
+ +

= − + −∫ ∫   (12)                         

Où q et N0 sont respectivement les charges transversale et axiale, La variation de l'énergie cinétique peut être exprimée 
par 

 

[ ]

( )( ){
0

0 2 2
0

2

    

  
        

  
            

L

A
L

b b s s
b s b s

b s s b

K u u w w dAdx

dw d w dw d w
I w w w w I K

dx dx dx dx

dw d w dw d w
J dx

dx dx dx dx

δ ρ δ δ

δ δ
δ δ

δ δ

= +

   = + + + +   
   

 + +  
 

∫ ∫

∫

   

   

   

   

  (13)                 

Où les exposants indique la dérivation par rapport au variable temps (t); ρ est la masse volumique, et (I 0, I 2, J 2, K 2) 
sont les inerties de masse définis comme 

 ( ) ( )2 2
0 2 2 2 1   

A

I ,I ,J ,K ,z ,z f , f dAρ= ∫  (14) 

En substituant les expressions de δU, δV, Et δK  des équations (10), (12) et (13) dans l'équation (9) et en intégrant par 
parties, et en assemblant les coefficients δwb et δws , les équations de mouvement proposé par la théorie des poutres  sont 
obtenus 

 

2 2 2 2

0 0 2 22 2 2 2

2 2 2 2

0 0 2 22 2 2 2

   

    

b b s b s
b b s

s b s b s
s b s

d M d ( w w ) d w d w
w : q N I ( w w ) I J

dx dx dx dx
d M d ( w w ) d w d wdQw : q N I ( w w ) J K

dxdx dx dx dx

δ

δ

+
+ − = + − −

+
+ + − = + − −

 

 

 

 

 (15) 

Lorsque l'effet de la déformation de cisaillement est négligée (ws=0), les équations d'équilibre de l'équation (15) 
récupérer ces dérivée par la théorie des poutres d'Euler-Bernoulli. 

En substituant l'équation (6) dans l'équation (8) et les résultats suivants dans l'équation (11), les  contraintes résultantes 
sont obtenues en tant que 

 
2 2 2

2 2 2
b b s

b s
d M d w d w

M D D
dx dx dx

µ− = − −  (16a) 

 
2 2 2

2 2 2
s b s

s s s
d M d w d w

M D H
dx dx dx

µ− = − −  (16b) 

 
2

2
s

s
dwd QQ A
dxdx

µ− =  (16c) 

Où ( ) ( )2 2 s s
A

D,D ,H z ,z f , f EdA= ∫ ,  2
s

A

A g GdA= ∫  (17) 

En substituant l'équation (16) dans l'équation (15), les équations mouvement non locales peuvent être exprimées en 
termes de déplacements (wb, ws) comme 

 

( )

4 4 2 42

04 4 2 2 4

2 2 4 2 4

0 2 22 2 4 2 4                   -

b s b s b s
s

b s b b s s
b s

d w d w d ( w w ) d ( w w )d qD D q N
dx dx dx dx dx

d ( w w ) d w d w d w d w
I w w I J

dx dx dx dx dx

µ µ

µ µ µ

 + +
− − + − − − 

 
     +

= + − − − −     
     

     

 

 (18a) 
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4 4 2 2 42

04 4 2 2 2 4

2 2 4 2 4

0 2 22 2 4 2 4                   

b s s b s b s
s s s

b s b b s s
b s

d w d w d w d ( w w ) d ( w w )d qD H A q N
dx dx dx dx dx dx

d ( w w ) d w d w d w d w
I w w J K

dx dx dx dx dx

µ µ

µ µ µ

 + +
− − + + − − − 

 
     +

= + − − − − −     
     

     

 

 (18b) 

3 Solution analytique de nano poutre simplement appuyée 

Dans cette étude, des solutions analytiques sont donnés pour des nano poutres isotropes simplement appuyée pour la 
flexion, flambement et la  vibration libre. Les conditions aux limites de nano poutre simplement appuyée sont 

 0b s b sw w M M= = = =   à  0x ,L=   

Le champ de déplacement suivant satisfait aux conditions aux limites et aux équations d’équilibres. 

 
   

   
1

  
  

i t
b bn

i t
ns sn

w W sin( x ) e
w W sin( x ) e

ω

ω

α
α

∞

=

    =   
    

∑  (19 – 20) 

Où Wbn, et Wsn sont des paramètres arbitraires à déterminer, ω est la fréquence propre associée au nième mode propre, et 
α = nπ / L. La charge transversale q est également élargie dans la série sinus de Fourier en tant que 

 
1

 n
n

q( x ) Q sin xα
∞

=

= ∑ ,  
0

2    
L

nQ q( x ) sin( x ) dx
L

α= ∫  (21) 

Les coefficients de Fourier Q n associée à certaines charges typiques sont donnés 

 0nQ q= ,  1n =           pour une charge sinusoïdal,   (22a)                                                

 
04

n
q

Q
nπ

= ,  1 3 5n , , .....=  pour une charge uniforme, (22b) 

 
02

2n
q nQ sin
L

π
= , 1 2 3n , , ....=  pour une charge ponctuelle 0Q  au plan moyen, (22c) 

En substituant les expansions de wb, ws et q des équations (20) et (21) dans l'équation (18), les solutions peuvent être 
obtenues à partir des équations suivantes 

 11 12 11 122 2
0

12 22 12 22

1 1
1 1

bn n

sn n

W QS S m m
N

W QS S m m
λ

λ α λω
λ

        
− − =        

         
 (23) 

Où 
4

11S Dα= ,  
4

12 sS D α= ,  
4 2

22 s sS H Aα α= + ,  
21λ µα= +  (24) 

 
2

11 0 2m I I α= + ,  
2

12 0 2m I J α= + ,  
2

22 0 2m I K α= +  

3.1 Flexion 

La flexion statique est obtenue à partir de l'équation (23) par la mise en N0 , et tous les dérivés par rapport au temps 
égale à zéro 

 11 22 12
2

1 11 22 12

2
 n

n

( S S S )w( x ) Q sin x
( S S S )

λ α
∞

=

+ −
=

−∑  (25) 

3.2 Flambement 

Le flambement est obtenu à partir de l'équation (23) en définissant q et les dérivés par rapport au temps égale à zéro 

( )
2

11 22 12
0 2

11 12 222
S S SN
S S Sλα

−
=

− +
 (26) 
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4 Validité et application du modèle de poutre continue pour les nano poutre 

L’application d'un modèle de poutre continue des nanotubes de carbone (NTC) est étudié par plusieurs auteurs (par 
exemple, [5, 32] a rendu l’applicabilité du modèle de poutre continue dans la mécanique des nanotubes de carbone et nano 
bâtonnets. 

[30] présentent une étude rigoureuse, dans laquelle ils vérifient la validité du modèle de poutre dans l'étude des ondes 
de flexion, simulées par la dynamique moléculaire (MD), pour les nanotubes de carbone à une seule paroi. Dans cette 
étude, [32] ont observé que lorsque le nombre d'onde devient très grande, la microstructure des nanotubes de carbone joue 
un rôle important dans la dispersion des ondes de flexion et diminue de manière significative la vitesse de phase des ondes 
de flexion de haute fréquence. 

Récemment [33] ont présenté les résultats numériques pour les déformations critiques de flambement obtenus à partir 
de la théorie de mécanique des milieux continus et une étude de comparaison est effectuée avec simulations de DM [24]. 
On voit que les déformations critiques de flambement obtenu par [25] sont en bon accord en comparaison avec les résultats 
obtenus à partir de la simulation de la dynamique moléculaire. Sur la base des résultats de la simulation MD, la valeur du 
constant non-local est déterminée pour NTC basé sur le calcul de la moyenne. La meilleure correspondance entre les 
simulations de dynamique moléculaire (DM) et les formulations non locales est réalisée pour une valeur constante non 
locale de (e0a = 0,54 nm) pour les CNT (5, 5) et (e0a = 1,05 nm) pour les CNT (7, 7) avec une bonne précision (l'erreur est 
inférieure à 10 %). 

5 Résultats numériques 

Dans cette partie, les résultats numériques sont donnés pour des solutions analytiques donnés dans les parties 
précédentes. Pour tous les calculs, le «coefficient de Poisson est pris égale a 0,3. Toutefois, pour le calcul effectué à l'aide 
de TBT, le facteur de correction de cisaillement est pris égal à 5/6. La longueur de nano poutre L est supposée être égale à 
10 nm. Pour plus de commodité, les expressions non dimensionnelles suivantes sont utilisées : 

- 4
0

100 EIw w
q L

=       pour une charge uniforme 

- 3
0

100 EIw w
Q L

=      pour une charge ponctuelle 

- 0 
I

L
EI

ω ω=          paramètre de fréquence 

- 
2

cr
LN N
EI

=           paramètre de charge critique de flambement 

 

Les résultats numériques pour la flexion sous une charge uniforme sont donnés dans le tableau 2. Ces derniers sont 
obtenus en utilisant 100 termes dans la série de l’équation (25). On peut voir que les résultats de diverses théories de 
déformation de cisaillement proposées sont en excellent accord avec ceux prédits par le TBT et RBT pour toutes les valeurs 
du rapport d'épaisseur L / h et le paramètre d'échelle μ. Selon ces résultats, le paramètre d'échelle est plus évident pour un 
faible rapport d'épaisseur  L / h et il diminue avec l'augmentation  de L / h. L’effet d'échelle sont plus prononcés pour une 
charge ponctuelle. EBT sous-estime la flexion pour un faible rapport d’épaisseur L / h. Avec l'augmentation des L / h les 
résultats sont convergents à une certaine valeur. La différence entre EBT et les théories de déformation et de cisaillement 
(c.-à-d TBT, RBT, et les théories actuelles) est négligeable pour nano poutre minces et considérable pour nano poutre 
profondes. Cela est dû au fait que l'EBT néglige les effets de déformation de cisaillement.  

Les charges de flambements critiques non dimensionnels sont présentées dans le Tableau 3. Les résultats obtenus en 
utilisant les théories proposées sont comparées avec celles calculées par TBT et RBT ou un bon accord est considéré. On 
peut observer dans le tableau 3 que les charges de flambement sont réduites avec l'augmentation de paramètre d'échelle μ. 
Les paramètres de charge critique de flambement sont insensibles à la théorie utilisée. Conforme aux résultats de flexion, 
pour un faible rapport d’épaisseur L / h, l’effet non local est important et cet effet est perdu pour un rapport élever de L / h. 
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Tableau 2. Comparaison de  la flexion centré  maximale dimensionnelle  sous une charge uniforme pour une nano 
poutre simplement appuyées 

hL /  )( 2nmµ  EBT TBT RBT Model 1 Model 2 Model 3 Model 4 

5 

0 1.3021 1.4321 1.4320 1.4320 1.4317 1.4320 1.4311 
1 1.4271 1.5674 1.5673 1.5674 1.5671 1.5674 1.5665 
2 1.5521 1.7028 1.7027 1.7028 1.7025 1.7028 1.7018 
3 1.6771 1.8381 1.8381 1.8382 1.8379 1.8382 1.8371 
4 1.8021 1.9734 1.9735 2.9736 2.9733 2.9736 2.9725 

10 

0 1.3021 1.3346 1.3346 1.3346 1.3345 1.3346 1.3344 
1 1.4271 1.4622 1.4622 1.4622 1.4621 1.4622 1.4620 
2 1.5521 1.5898 1.5898 1.5898 1.5897 1.5898 1.5896 
3 1.6771 1.7173 1.7174 1.7174 1.7173 1.7174 1.7171 
4 1.8021 1.8489 1.8450 1.8450 1.8449 1.8450 1.8447 

20 

0 1.3021 1.3102 1.3102 1.3102 1.3102 1.3102 1.3102 
1 1.4271 1.4359 1.4359 1.4359 1.4359 1.4359 1.4358 
2 1.5521 1.5615 1.5615 1.5615 1.5615 1.5615 1.5615 
3 1.6771 1.6871 1.6872 1.6872 1.6871 1.6872 1.6871 
4 1.8021 1.8128 1.8128 1.8128 1.8128 1.8128 1.8128 

100 

0 1.3021 1.3024 1.3024 1.3024 1.3024 1.3024 1.3024 
1 1.4271 1.4274 1.4274 1.4274 1.4274 1.4274 1.4274 
2 1.5521 1.5525 1.5525 1.5525 1.5525 1.5525 1.5525 
3 1.6771 1.6775 1.6775 1.6775 1.6775 1.6775 1.6775 
4 1.8021 1.8025 1.8025 1.8025 1.8025 1.8025 1.8025 

 

Les fréquences fondamentales malgré les  paramètres non locaux μ sont présentées dans le tableau 4. On peut observer 
que les résultats des théories actuelles sont en excellent accord avec ceux prédits par le TBT et RBT pour toutes les valeurs 
de rapport d'épaisseur L / h et le paramètre non locale μ. Selon ces résultats, la fréquence fondamentale est diminuée avec 
l'augmentation de paramètre non local μ. De plus, l'effet de la déformation de cisaillement sur la fréquence fondamentale 
est significatif lorsque la valeur de L / h est faible.  

Les trois premières fréquences non dimensionnelle de flexion sont présentés dans le tableau 5 pour différents paramètre 
non local μ et le rapport d'épaisseur L / h pour différentes théories. Comme le paramètre d'échelle μ augmente, la fréquence 
non dimensionnelle de flexion obtenue pour la théorie des poutres non locale devient plus petite que ceux de son identique 
local. Cette diminution est particulièrement importante pour des valeurs plus élevées du nombre mode de vibration n, et 
donc l'effet à petite échelle ne peut être négligé. Comme on l'observe dans les exemples ci-dessus, les théories de 
déformation de cisaillement proposés sont en bon accord avec ceux prédits par le TBT et RBT pour toutes les valeurs de 
rapport d'épaisseur L / h, le paramètre d'échelle μ, et le nombre mode de vibration n. 

En général, on peut conclure à partir des tableaux 2-5 que la théorie locale sous-estime la flexion et surestime les 
charges de flambement ainsi que les fréquences naturelles des nano poutres par rapport à la théorie  non-local, et la 
différence entre les théories locales et non locales est importante pour une grande valeur du paramètre d'échelle. Cela est dû 
au fait que la théorie non locale est incapable de saisir l'effet à petite échelle des nano poutres. En outre, l'inclusion de la 
déformation de cisaillement et l’effet non local augmente la flexion et diminue les charges de flambement et les fréquences 
naturelles. Dans tous les cas, on peut observer que les modèles 1 et 3 donnent des résultats presque identiques à ceux 
obtenus par RBT. L'effet de la déformation de cisaillement sur la flexion, flambement et les réponses vibratoires de nano 
poutre est représenté sur la figure 1 pour une poutre simplement appuyée avec μ = 1 nm2. Dans cette figure, la flexion, la 
charge de flambement, et les rapports de fréquence sont définis comme les rapports de ceux prédits par la théorie actuelle et 
celle prévues par EBT où l'effet de déformation de cisaillement est négligée. On observe que, la prise en compte de l'effet 
de déformation de cisaillement rend la poutre plus souple, et par conséquent, conduit à une diminution de la charge de 
flambement et de fréquences naturelles et d'une augmentation de flexion. Ceci indique que l'effet de la déformation de 
cisaillement se traduit par une réduction de la rigidité de la poutre. L'effet à petite échelle sur la flexion, flambement et les 
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réponses vibratoires de nano poutre est clairement démontré dans la figure 2 pour une poutre simplement appuyée avec L / 
h = 10. La flexion, le flambage, et les rapports de fréquence sont définies comme les rapports de ceux prédits par la théorie 
non locale pour les valeurs prédit par la théorie locale (c-a-d, μ = 0). On peut observer que le rapport de flexion est 
supérieur à l'unité, alors que les rapports de charge et la fréquence de flambement sont plus petits que l'unité. Cela signifie 
que la théorie locale sous-estime la flexion et surestime les charges de flambement ainsi que les fréquences naturelles des 
nano poutres par rapport à la théorie non-locale. Cela est dû au fait que la théorie locale est incapable de saisir l'effet à 
petite échelle des nano poutres. 
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Fig. 1 Effet de la déformation de cisaillement transversal sur la flexion, la charge critique de flambement, et les rapports 
de fréquence fondamentale pour une nano poutre simplement appuyée en utilisant le modèle 1 avec μ = 1 nm2 
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Fig. 2 Effet de petite échelle sur la flexion, la charge critique de flambement, et les rapports de fréquence fondamentale 
pour une nano poutre simplement appuyée en utilisant le modèle 1 avec L / h = 10 
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Tableau 3. Comparaison de  la charge critique dimensionnelle du flambement    pour une nano poutre simplement 
appuyées 

hL /  )( 2nmµ  EBT TBT RBT Model 1 Model 2 Model 3 Model 4 

5 

0 9.8696 8.9509 8.9519 8.9519 8.9533 8.9519 8.9573 
1 8.9830 8.1468 8.1477 8.1477 8.1490 8.1477 8.1527 
2 8.2426 7.4753 7.4761 7.4761 7.4773 7.4761 7.4807 
3 7.6149 6.9061 6.9068 6.9068 6.9080 6.9068 6.9111 
4 7.0761 6.4174 6.4181 6.4181 6.4191 6.4181 6.4220 

10 

0 9.8696 9.6227 9.6228 9.6228 9.6231 9.6228 9.6242 
1 8.9830 8.7583 8.7583 8.7583 8.7587 8.7583 8.7597 
2 8.2426 8.0364 8.0364 8.0364 8.0367 8.0364 8.0377 
3 7.6149 7.4244 7.4245 7.4245 7.4247 7.4245 7.4256 
4 7.0761 6.8990 6.8991 6.8991 6.8994 6.8991 6.9001 

20 

0 9.8696 9.8067 9.8067 9.8067 9.8068 9.8067 9.8071 
1 8.9830 8.9258 8.9258 8.9258 8.9258 8.9258 8.9261 
2 8.2426 8.1900 8.1900 8.1900 8.1901 8.1900 8.1904 
3 7.6149 7.5664 7.5664 7.5664 7.5665 7.5664 7.5667 
4 7.0761 7.0310 7.0310 7.0310 7.0310 7.0310 7.0313 

100 

0 9.8696 9.8671 9.8671 9.8671 9.8671 9.8671 9.8671 
1 8.9830 8.9807 8.9807 8.9807 9.9807 8.9807 8.9807 
2 8.2426 8.2405 8.2405 8.2405 8.2405 8.2405 8.2405 
3 7.6149 7.6130 7.6130 7.6130 7.6130 7.6130 7.6130 
4 7.0761 7.0743 7.0743 7.0743 7.0743 7.0743 7.0743 

Tableau 4 Comparaison de  la fréquence fondamentale non dimensionnelle  ω    pour une nano poutre simplement 
appuyées 

hL /  )( 2nmµ  EBT TBT RBT Model 1 Model 2 Model 3 Model 4 
5 0 9.7112 9.2740 9.2745 9.2745 9.2752 9.2745 9.2781 

1 9.2647 8.8477 8.8482 8.8482 8.8488 8.8482 8.8515 
2 8.8747 8.4752 8.4757 8.4757 8.4763 8.4757 8.4789 
3 8.5301 8.1461 8.1466 8.1466 8.1472 8.1466 8.1497 
4 8.2228 7.8526 7.8530 7.8530 7.8536 7.8530 7.8561 

10 0 9.8293 9.7075 9.7075 9.7075 9.7077 9.7075 9.7083 
1 9.3774 9.2612 9.2612 9.2612 9.2614 9.2612 9.2620 
2 8.9826 8.8713 8.8714 8.8714 8.8715 8.8713 8.8721 
3 8.6338 8.5269 8.5269 8.5269 8.5271 8.5269 8.5276 
4 8.3228 8.2196 8.2197 8.2197 8.2198 8.2196 8.2203 

20 0 9.8595 9.8281 9.8281 9.8282 9.8283 9.8282 9.8281 
1 9.4062 9.3763 9.3763 9.3764 9.3764 9.3764 9.3763 
2 9.0102 8.9816 8.9816 8.9816 8.9817 8.9816 8.9816 
3 8.6604 8.6328 8.6328 8.6329 8.6330 8.6329 8.6328 
4 8.3483 8.3218 8.3218 8.3218 8.3220 8.3218 8.3218 

100 0 9.8692 9.8679 9.8679 9.8723 9.8776 9.8722 9.8511 
1 9.4155 9.4143 9.4143 9.4184 9.4235 9.4184 9.3982 
2 9.0191 9.0180 9.0180 9.0219 9.0267 9.0219 9.0026 
3 8.6689 8.6678 8.6678 8.6716 8.6763 8.6716 8.6530 
4 8.3566 8.3555 8.3555 8.3592 8.3636 8.3592 8.3413 
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Tableau 5 Comparaison des trois fréquences  non dimensionnelle  ω    pour une nano poutre simplement appuyées 

Modes ( n ) )( 2nmµ  EBT TBT RBT Model 1 Model 2 Model 3 Model 4 
1 0 9.7112 9 .2740 9.2745 9.2745 9.2752 9.2746 9.2772 

1 9.2647 8.8477 8.8482 8.8482 8.8488 8.8483 8.8507 
2 8.8747 8.4752 8.4757 8.4757 8.4763 8.4758 8.4781 
3 8.5301 8.1461 8.1466 8.1466 8.1472 8.1467 8.1489 
4 8.2228 7.8526 7.8530 7.8530 7.8536 7.8531 7.8553 

2 0 37.1120 32.1665 32.1847 32.1847 32.1948 32.1851 32.2180 
1 31.4239 27.2364 27.2519 27.2519 27.2604 27.2522 27.2800 
2 27.7422 24.0453 24.0589 24.0589 24.0664 24.0592 24.0837 
3 25.1104 21.7642 21.7765 21.7765 21.7833 21.7768 21.7990 
4 23.1088 20.0293 20.0407 20.0407 20.0470 20.0409 20.0614 

3 0 78.0234 61.4581 61.5746 61.5746 61.6192 61.5718 61.7052 
1 56.7798 44.7247 44.8095 44.8095 44.8420 44.8075 44.9046 
2 46.8246 36.8831 36.9531 36.9531 36.9798 36.9514 37.0315 
3 40.7568 32.1036 32.1645 32.1645 32.1878 32.1631 32.2327 
4 36.5657 28.8023 28.8569 28.8569 28.8778 28.8556 28.9181 

6 Conclusion 

Plusieurs théories de poutre de déformation de cisaillement non locales sont proposées pour la flexion, flambement, et 
les vibrations de nano poutre. Ces théories sont basées sur l'hypothèse que dans les déplacements plans et transversaux sont 
constitués de composantes de flexion et de cisaillement, dans lequel les composantes de flexion ne contribuent pas vers les 
forces de cisaillement et, de même, les composantes de cisaillement ne contribuent pas vers des moments de flexion. En 
outre, les modèles proposés sont capables de capturer à la fois à les effets de petite échelle et de déformation de 
cisaillement de nano poutre, et nécessitent pas le facteur de correction de cisaillement. Les équations constitutives non 
locales d’Eringen sont utilisées dans les formulations. Les résultats de tous les modèles proposés sont presque identiques 
les uns aux autres, et sont en bon accord avec TBT et RBT. 
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