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Нелинейное сопротивление и завихренность течения жидкости
между коаксиальными вращающимися цилиндрами

Дано новое точное аналитическое решение, определяющее стационарное течение вязкой
жидкости между двумя коаксиальными цилиндрами. Центральным пунктом применяемой
гидродинамической модели является внешняя сила трения Рэлея. Рассмотрены изотерми-
ческий и неизотермический режимы движения жидкости. Представлены два типа неизотер-
мического поведения эффективного коэффициента внешнего сопротивления по отношению
к температуре потока: речь идет о росте/убывании коэффициента сопротивления при воз-
растании температуры. Установлено, что основным элементом аналитической структуры
профилей скорости и температуры является функция синус, имеющая своим аргументом
логарифмическую координату. Проведены числовые расчёты и представлены варианты те-
чения, относящиеся к подвижному/неподвижному внешнему и внутреннему цилиндрам.
Определены функциональные связи завихренности с динамическими и тепловыми пара-
метрами течения: «градиент давления – завихренность», «тепловой поток – завихренность»,
«вязкое напряжение – завихренность» и др. Обнаружена неоднозначная зависимость завих-
ренности течения от вязкого касательного напряжения. Представлена графическая инфор-
мация, дающая возможность проанализировать свойства изотермического и неизотермиче-
ского течений. Обсуждены закономерности формирования профилей скорости, давления,
коэффициента сопротивления, вязкого касательного напряжения, завихренности. Обнару-
жен важный в теоретическом и практическом отношении факт: температура подвижной
стенки цилиндра может служить управляющим параметром воздействия на завихренность
течения. В частности, это означает, что можно указать такую температуру вращающейся
стенки, что завихренность на ней будет нулевой.

Ключевые слова: цилиндрическое течение, сила трения Рэлея, нелинейный коэффи-
циент сопротивления, завихренность
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Nonlinear Resistance and Vorticity of the Fluid Flow
Between Two Coaxial Rotating Cylinders

А new exact analytical solution for the stationary flow of a viscous fluid between two coaxial
cylinders is given. The main point of the hydrodynamical model is the external Rayleigh friction
force. Isothermal and non-isothermal regimes of the fluid flow are considered. We present two
types of non-isothermal behaviour of the effective coefficient of external resistance on account of
the flow temperature. Namely we regard elevation/decrease of the resistance coefficient at the
rise of temperature. We have established that the main element of analytical structures of the
profiles of velocity and temperature is sine function with a logarithmic coordinate as an argument.
We present the flow variants referring to movable and stationary cylinders. We determined a
series of functional connections between vorticity and flow parameters: “pressure gradient —
vorticity”, “heat flux — vorticity”, “viscous stress — vorticity”, etc. An ambiguous dependence
of the flow vorticity on the shear viscous strain is discovered. The properties of isothermal and
non-isothermal flows are presented in graphical form. Formation of profiles of velocity, pressure,
resistance coefficient, viscous shear strain and vorticity is discussed. It is established that the
temperature of the cylinder’s movable wall can regulate the flow vorticity. Namely, there can
exist a temperature of zero vorticity.

Keywords: cylindrical flow, Rayleigh friction force, nonlinear resistance coefficient, vorticity

Введение. Для вязкой несжимаемой жидкости в полярных координатах (r, ϕ) рассмот-
рим следующий класс стационарных цилиндрических течений:

υr ≡ 0, υϕ = υ(r), p = p(r), T = T (r), (1)

Fr ≡ 0, Fϕ = Fϕ(υ2, T, r), qυ = qυ(υ2, T, r), cp, λ, µ, ρ− const,

τrr ≡ 0, τϕϕ ≡ 0, τrϕ = µ

(
dυ

dr
− υ

r

)
.

Здесь v(υr, υϕ) – вектор скорости; ρ – плотность; F (Fr, Fϕ) – вектор массовой силы; τrr, τϕϕ,
τrϕ = τϕr – компоненты девиатора тензора напряжений; T – температура; cp – удельная теп-
лоемкость; λ – коэффициент теплопроводности; µ – коэффициент динамической вязкости;
qυ – объемная мощность внутренних источников энергии.
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Задача о течении вязкой жидкости между двумя коаксиальными вращающимися ци-
линдрами относится к классическим проблемам гидродинамики. Прикладные аспекты дан-
ного вопроса связаны с гидродинамической теорией смазки, с формированием вихревых
структур в природных и технических гидродинамических системах. Цилиндрическое те-
чение Куэтта [11, c. 90] описывается точным решением стационарных уравнений Навье-
Стокса и определяет ламинарное движение ньютоновской жидкости, возникающее при от-
носительном вращении двух цилиндров. Фундаментальные исследования задачи о тече-
нии между цилиндрами связаны со следующими проблемами: гидродинамическая устой-
чивость/неустойчивость движения жидкости и начало турбулизации течения; изучение
природы установления профиля скорости в зазоре между цилиндрами; влияние нагре-
ва/охлаждения жидкости на устойчивость тепловой конвекции во вращающемся цилин-
дрическом слое. Современное состояние этих исследований и библиография представлены
в книгах [1; 2; 6]. В данной работе рассматривается неклассический вариант задачи о тече-
нии жидкости между соосными вращающимися цилиндрами. А именно: учитывается рэле-
евская сила сопротивления F ≡ FR = −ζv , где ζ > 0 – коэффициент «внешнего» трения.
Такая физическая модель означает [4, с. 118], что влияние стенок и ламинарного погра-
ничного слоя сводится к эффективному затормаживанию движения жидкости. Уравнения
гидродинамики с рэлеевским трением применялись в [4; 5] для теоретического изучения и
лабораторного моделирования периодических течений в тонких слоях жидкости, а также
для анализа крупномасштабных физических явлений в океане и атмосферах вращающихся
планет. Модель сопротивления Рэлея оказалась эффективной в задачах тепломассообмена
при кристаллизации полупроводников в условиях орбитального полета [7]. Основная идея
этого подхода состоит в том, что гидродинамическое описание расплава учитывает наличие
кластерных образований, которые оказывают сопротивление течению. Обычно в теорети-
ческих расчетах используется линейный вариант силы трения: ζ = const. В рамках при-
ближения ζ ∼ |v | в [4] построены гидродинамические системы, описывающие каскадный
процесс преобразования энергии в турбулентном потоке. Далее полагаем, что коэффициент
сопротивления монотонно растет при увеличении |v | и является четной функцией скорости:
ζ = ζ(v2,T ,r)), ∂ζ/∂(v2) > 0. Объемный источник энергии qυ(v2, T, r) моделирует воздей-
ствие внутренних источников тепла и теплообмен жидкости с внешней средой. Для пред-
ставленной здесь задачи вид функции источника детерминирован структурой применяемо-
го аналитического решения. Для диссипативной функции Φ принимаем оценку Φ << |qυ|,
т. е. рассматриваем процессы, для которых можно пренебречь выделением тепла за счет
вязкой диссипации энергии. Несколько новых аналитических решений стационарных урав-
нений гидродинамики вязкой жидкости с учетом нелинейной внешней силы сопротивления
течению построены и изучены в [8; 9]; в этих статьях были рассмотрены плоские двумерные
движения. Настоящая работа имеет своей целью: 1) дать новое точное решение, определя-
ющее цилиндрическое течение вязкой жидкости, испытывающей нелинейное воздействие
внешнего сопротивления; 2) изучить динамические и тепловые свойства завихренности по-
тока для двух типов температурной зависимости коэффициента сопротивления.

Точное решение. В классе решений (1) уравнения Навье-Стокса и уравнение энергии
[11, с. 73] имеют вид

1

ρ

dp

dr
=
υ2

r
, (2)

d2υ

dr2
+

1

r

dυ

dr
=

υ

r2
− Fϕ

ν
,
d2T

dr2
+

1

r

dT

dr
= −qυ

λ
, (3)

Fϕ = −ζυ, ζ = ζ(υ2, T, r), qυ = qυ(υ2, T, r).
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Очевидно, что уравнение неразрывности выполняется тождественно. Давление p(r) подсчи-
тывается автономно от динамической системы (3). Два уравнения в (3) зацепляются друг за
друга из-за температурной зависимости коэффициента сопротивления (∂ζ/∂T 6= 0), а также
вследствие зависимости объемного источника энергии от кинетической энергии жидкости,
∂qυ/∂(υ2) 6= 0.

Применяя логарифмическую координату α ≡ R̄/2 = ln(r/r0), запишем уравнения (2–3)
в следующей форме

dp/dα = ρυ2, (4)

d2υ/dα2 = υ[1 + (r2ζ/ν)], d2τ/dα2 = −r2qυc1/(λυ1). (5)

Здесь T − T0 = υ1τ/c1, где c1, υ1 — положительные постоянные, имеющие размерность
удельной теплоемкости Дж/(кг·град) и скорости соответственно; T0 — отсчетное значение
температуры. Далее будем применять безразмерные величины, обозначая их чертой сверху:
ῡ = υ/υ1, τ̄ = τ/υ1, r̄ = r/r0.

Для коэффициента сопротивления и источника энергии применяем частные зависимо-
сти следующего вида:

ζ̄ ≡ r2
0ζ/ν =

[
2(1− 3τ̄2 + ῡ2)− 1

]
/r̄2, (6)

q̄υ ≡ c1r
2
0qυ/(λυ

2
1) = 2τ̄(τ̄2 − 3ῡ2 − 1)/r̄2 (7)

и тогда из (5) получаем

d2ῡ/dα2 = 2ῡ(1− 3τ̄2 + ῡ2), d2τ̄ /dα2 = 2τ̄(1− τ̄2 + 3ῡ2).

Применяя для этой динамической системы математические результаты работы [10], нахо-
дим точное решение, определяющее скорость и температуру жидкости

ῡ = 2ε · sin(2α)/δ, τ̄ = (1− ε2)/δ, δ = 1 + ε2 + 2ε · cos(2α). (8)

Здесь ε – параметр решения. В частном случае ε2 = 1 получаем изотермическое тече-
ние, T = T0 ≡ const. Для функций (6, 7) явная зависимость от радиальной координаты ха-
рактеризует структурную неоднородность, присущую внешней силе сопротивления за счет
образования кластеров. В формуле (7) разность τ̄2−3ῡ2 можно интерпретировать как кон-
куренцию между выделением тепловой энергии и потерями кинетической энергии вязкого
потока. Динамические и тепловые свойства коэффициента сопротивления определяются
неравенствами ∂ζ̄/∂(τ̄2) < 0, ∂ζ̄/∂(ῡ2) > 0. Условие ζ > 0 выполнено при

−π
2
−∆ < 2α <

π

2
+ ∆,

18−
√

224

10
< ε2 <

18 +
√

224

10
,

где ∆ > 0 – малое конечное число.
Изотермическое течение. При ε = 1 представленное выше точное решение (4, 6, 8)

имеет вид

ῡ =
sin R̄

1 + cos R̄
, p̄ ≡ (p− p0)

ρυ2
1

= ῡ − R̄

2
, (9)

ζ̄ ≡ r2
0ζ/ν =

(
1 + 2ῡ2

)
/r̄2, r̄ 6= exp(π/2).
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Здесь R̄ – логарифмическая координата; r0, υ1 – положительные константы, они имеют
размерность длины и скорости соответственно. Условие p > 0 обеспечивается подходящим
выбором константы p0 > 0. Данное решение справедливо на конечном отрезке r и опреде-
ляет течение между двумя непроницаемыми коаксиальными цилиндрами. На обеих гра-
ничных окружностях выполнено условие прилипания. Возможны следующие три варианта
(рис. 1). Вариант 1: r ∈ [r0,r1], 0 < r0 < r1. Вариант 2: r ∈ [r2,r0], 0 < r2 < r0. Вариант 3:
r ∈ [r2,r1], 0 < r2 < r0 < r1. Для варианта 1 имеем: внутренний цилиндр r = r0 неподви-
жен, υϕ(r = r0) = 0, а внешний цилиндр r = r1 вращается с постоянной угловой скоростью
ω1 = υϕ(r = r1)/r1. В этом цилиндрическом зазоре 0 ≤ R̄ ≤ 2 ln(r1/r0). Для варианта 2
имеем: внешний цилиндр r = r0 неподвижен, υϕ(r = r0) = 0, а внутренний цилиндр r = r2

вращается с постоянной угловой скоростью ω2 = υϕ(r = r2)/r2. В этом цилиндрическом
зазоре 2 ln(r2/r0) ≤ R̄ ≤ 0.

Рис. 1. Схема расположения подвижного и неподвижного цилиндров для трех вариантов
течения; части а, б, в соответствуют вариантам 1, 2, 3

Вариант 3 является объединением вариантов 1 и 2: внутренний (r = r2) и внешний
(r = r1) цилиндры вращаются вокруг их общей оси; на линии r = r0 жидкость неподвижна.
В этом цилиндрическом зазоре 2 ln(r2/r0) ≤ R̄ ≤ 2 ln(r1/r0). Ясно, что при r = r0 функция
p = p(r) имеет перегиб: r = r0, R̄ = 0, υ = 0, dp/dr = 0, d2p/dr2 = 0, d3p/dr3 6= 0.

Вихрь скорости w(ωr, ωϕ, ωz) имеет только одну компоненту

ωr ≡ 0, ωϕ ≡ 0, ωz = [υϕ + r(dυϕ/dr)]/(2r),

где z – координата, отсчитываемая вдоль оси цилиндра. В результате вычислений получаем

ω̄ ≡ ωzr0/υ1 =
[
1 + p̄+ (R̄/2) +

(
p̄+ (R̄/2)

)2]
/(2r̄). (10)

Обсудим корреляцию «давление – завихренность». Расчеты показывают, что для варианта 1
(неподвижный внутренний цилиндр) условие ∂ω̄/∂p̄ = 0 не выполняется. Если же неподви-
жен внешний цилиндр (вариант 2), то условие ∂ω̄/∂p̄ = 0 выполняется при p̄ = −

(
1 + R̄

)
.

Это значит, что в таком течении завихренность ω̄ = ω̄(R̄, p̄) есть немонотонная функция
по отношению к аргументу p̄. Данный вывод справедлив при каждом r2 из интервала
0 < r2 < (r2

0/e). Зависимость (9) показывает, что для всех представленных здесь вари-
антов отсутствуют точки с нулевой завихренностью: ω̄(R̄, p̄) 6= 0. Безразмерные градиент
давления и вязкое касательное напряжение вычисляются по формулам

dp̄

dr̄
=

(ῡ)2

r̄
, τ̄rϕ ≡

τrϕ
ρυ2

1

=
ν̄

r̄

(
2
dῡ

dR̄
− ῡ
)
, ν̄ =

µ

ρυ1r0
,
dῡ

dR̄
=

1

1 + cos R̄
.

Величина 1/ν̄ есть число Рейнольдса; при проведении вычислений оно принято равным
единице. Изучаемое решение (8) не содержит ограничений на выбор числа Рейнольдса. Ре-
зультаты расчетов представлены на рис. 2. Обсудим корреляции «завихренность – градиент
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давления» и «завихренность – касательное напряжение». Для всех трех вариантов зависи-
мость ω̄ от dp̄/dr̄ монотонно возрастающая; в случае двух подвижных цилиндров имеем две
монотонные ветви (рис. 2в). В потоке с подвижными, вращающимися в противоположных
направлениях стенками наблюдается двузначная зависимость ω̄ = ω̄(τ̄rϕ) (рис. 2г). Нижние
ветви графиков на рис. 2в, г соответствуют внутренней (по отношению к r = r0) области
течения; верхние ветви соответствуют внешней (r0 < r < r1) области. Темным кружком
на рис. 2г отмечена точка (r̄ = 1), в которой сходятся верхняя и нижняя ветви кривой
ω̄ = ω̄(τ̄rϕ). Очевидно, что для течения с неподвижным внутренним цилиндром (вариант 1)
тоже наблюдается двузначная связь ω̄ = ω̄(τ̄rϕ): при одном и том же τ̄rϕ завихренность
принимает два различных значения. Если же неподвижен внешний цилиндр (вариант 2),
то эта связь — однозначная.

Рис. 2. Изотермическое течение между цилиндрами,
вращающимися в противоположных направлениях

Неизотермическое течение. Работаем с формулами (8). Нетрудно видеть, что δ > 0
при ε2 6= 1. Если ε2 < 1, то τ > 0, течение происходит в «горячей» области, T > T0. Если
ε2 > 1, то τ < 0, имеем «холодную» область, 0 < T < T0. Конечную связь между скоростью
и температурой (первый интеграл) можно представить в следующей форме:

(τ̄ − τ̄1)2 + ῡ2 = R2
ε(ε

2) ≡ 4ε2/(1− ε2)2, τ̄1 = (1 + ε2)/(1− ε2), τ̄2
1 −R2

ε = 1. (11)

На плоскости (τ̄ , ῡ) имеем окружность радиуса Rε c центром в точке (τ̄1, 0). В горя-
чей области τ̄1 > 0, d(R2

ε)/d(ε2) > 0; в холодной области τ̄1 < 0, d(R2
ε)/d(ε2) < 0. Так

же, как в изотермическом случае, имеем три варианта течения (рис. 1). Концентрические
окружности r = const являются изотермами. Это значит, что температуры цилиндриче-
ских стенок постоянны и зависят от выбора констант T0, ε, c1. Радиальный тепловой поток
qr = −λ(dT/dr) в безразмерном виде записывается следующим образом:

q̄ =
c1r0qr
λυ2

1

= −dτ̄
dr̄
,
dτ̄

dr̄
=

4ε(1− ε2) sin(2α)

r̄δ2
.
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Отсюда следует, что неподвижная стенка (ῡ = 0) теплоизолирована: qr = 0. Своеобразие
поведения теплового потока и источника энергии обсудим на примере варианта 1. Расче-
ты показывают, что в холодной области происходит объемное выделение энергии qυ(ε, r =
r0) > 0, qυ(ε, r = r1) > 0; тепловой поток отводится от жидкости через подвижную стен-
ку, q(r = r1) > 0. В горячей области происходит объемный сток энергии qυ(ε, r = r0) < 0,
qυ(ε, r = r1) < 0; тепловой поток поступает в область течения через подвижную стенку,
q(r = r1) < 0. Для варианта 2 в горячей области qυ(ε, r = r0) < 0, qυ(ε, r = r2) < 0; тепло-
вой поток поступает в жидкость через подвижную стенку, q(r = r2) > 0. В холодной об-
ласти qυ(ε, r = r0) > 0, qυ(ε, r = r2) > 0; тепловой поток отводится от подвижной стенки,
q(r = r2) < 0. Рассмотрим возможность существования линии нулевой завихренности ω = 0:

(1 + ε2) sin(2α) + 2ε sin(2α) cos(2α) + 2(1 + ε2) cos(2α) + 4ε = 0. (12)

На неподвижной стенке имеем sin(2α) = 0, cos(2α) = ±1, следовательно, в этом случае (12)
не выполняется ни при каком ε2 6= 1. Таким образом, на неподвижной стенке всегда имеем
ненулевую завихренность ω 6= 0. Разрешив (12) относительно ε, находим: ω = 0, если

ε1,2 =
−2− sin(2α) cos(2α)± sin(2α)

√
4− sin2(2α)

sin(2α) + 2 cos(2α)
.

Анализ показывает, что существует подвижная стенка [sin(2α∗) 6= 0], для которой можно
указать такое значение ε = ε∗, т.е. такую температуру τ = τ∗, что ω∗ = 0 на этой стен-
ке. Например, пусть sin(2α∗) =

√
2/2, cos(2α∗) =

√
2/2. Тогда (ε∗)1,2 = (−5 ±

√
7)/(3

√
2).

Из соображений непрерывности ясно, что можно получить ω = 0 при значениях ε, взя-
тых из окрестности ε = ε∗. Данный результат означает, что температура стенки служит
управляющим фактором воздействия на завихренность течения.

Приведем здесь (рис. 3, 4, 5) основные итоги численных расчетов в горячей области для
вариантов 1 и 3. Для того, чтобы наглядно продемонстрировать тепловые свойства коэф-
фициента сопротивления и объемного источника энергии, трансформируем с помощью (8,
11) исходные выражения (6, 7) к следующему виду, представляющему собой эффективные
зависимости ζ̄ и q̄υ от температуры:

ζ̄(ῡ2(r̄), τ̄(r̄), r̄) ≡ fζ(τ̄), q̄υ(ῡ2(r̄), τ̄(r̄), r̄) ≡ Qυ(τ̄).

Рис. 3. Неизотермическое течение, соответствующее варианту 1;
неподвижен внутренний цилиндр: а, б – функциональные связи завихренности

с динамическими и тепловыми параметрами; в – температурные свойства
коэффициента сопротивления и объемного источника энергии
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Рис. 4. Неизотермическое течение между цилиндрами,
вращающимися в противоположных направлениях: графики зависимостей гидродинамических

и тепловых параметров от радиальной координаты

Рис. 5. Неизотермическое течение между цилиндрами,
вращающимися в противоположных направлениях:

а — тепловые свойства завихренности; б — температурные зависимости
коэффициента сопротивления и объемного источника энергии

Обсудим вариант 1 (рис. 3). Из рис. 3а следует, что в данном классе неизотермических
течений градиент давления и вязкое напряжение совершенно различным образом воздей-
ствуют на завихренность: здесь dω̄/dτ̄rϕ < 0, а рост dp̄/dr̄ приводит к возрастанию ω̄. По
отношению к температуре τ̄ и модулю теплового потока |q̄| наблюдается монотонный рост
завихренности (рис. 3б). Температурная зависимость стока энергии Qυ(τ̄) немонотонная,
имеет хорошо выраженный максимум. Вместе с тем dfζ/dτ̄ < 0, что ассоциируется с термо-
вязкой жидкостью, для которой dµ(T )/dT < 0: это соответствует вязкости l-типа. Отметим
здесь, что для вязкости g-типа выполнено неравенство dµ(T )/dT > 0. Эти термины и обо-
значения (g — gas, l — liquid) применяются в метеорологии при изучении стационарных
конвективных ячеек в слое воздуха. Библиография данного вопроса приведена в [3].

Результаты расчета варианта 3 представлены на рис. 4, 5. Графики на рис. 4 служат
иллюстрацией аналитической структуры гидродинамического и теплового полей, описывае-
мых решением (8). Напомним, что значение r̄ = 1 относится к внутренней границе, которая
неподвижна и теплоизолирована; на рис. 5б это состояние отмечено темным кружком.
Верхняя ветвь кривой ω̄(τ̄) на рис. 5а характеризует внутреннюю (r2 < r < r0) область те-
чения, а нижняя ветвь – внешнюю область (r0 < r < r1). Такое же утверждение относится
к верхней и нижней ветвям кривой fζ(τ̄) на рис. 5б. Для линии Qυ(τ̄) на рис. 5б ситуация
иная: верхняя/нижняя ветви этой кривой относятся к внешней/внутренней областям. Во
внутренней области (вдоль верхней ветви графика функции fζ(τ̄)) имеем dfζ/dτ̄ > 0, что
соответствует вязкости g-типа. Во внешней области (вдоль нижней ветви графика функ-
ции fζ(τ̄)) имеем dfζ/dτ̄ < 0, что соответствует вязкости l-типа (рис. 3в). Таким образом,
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на границе r̄ = 1 наблюдается переключение режимов g ↔ l нелинейного сопротивления
жидкости.

Заключение. Новое точное аналитическое решение (8) определяет цилиндрическое
течение жидкости при воздействии внешней силы трения и объемного источника энергии.
Частный случай (ε = 1) этого решения представляет изотермическое движение. Основной
результат здесь состоит в том, что при течении в зазоре между неподвижным внутрен-
ним и вращающимся внешним цилиндрами наблюдается двузначная зависимость «вязкое
касательное напряжение – завихренность». Показано, что в неизотермическом течении су-
ществует первый интеграл (11), дающий связь между скоростью и температурой. Получены
следующие результаты: 1) обнаружено принципиальное различие между градиентом дав-
ления и вязким касательным напряжением по характеру их воздействия на завихренность
потока (рис. 3а); 2) установлено, что температура вращающейся стенки может служить
управляющим параметром, влияющим на завихренность жидкости; 3) при течении между
цилиндрами, вращающимися в противоположных направлениях, наблюдается переключе-
ние режимов g ↔ l нелинейного внешнего сопротивления.
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