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О процессах тепломассопереноса в биоматериалах, ограниченных
наноразмерной двухслойной мембраной1

В статье рассмотрена краевая задача для уравнения Лапласа в полуцилиндре с осно-
ванием в виде двухслойной плeнки (мембраны). Данная задача имеет большой интерес в
задачах биологии, т. к. все биологические организмы на своей границе имеют многослой-
ную защитную плeнку, через которую происходит обмен веществ. Рассмотренная в статье
мембрана состоит из двух сильно- и слабопроницаемых слоев. На мембране задано обоб-
щенное граничное условие. На боковой поверхности полуцилиндра задано условие Дирихле.
Решение задачи получено в виде ряда Фурье-Бесселя, который сходится достаточно быстро.
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Two-Layer Membrane2

The article considers the boundary value problem for the Laplace equation in a half-cylinder
with base in the form of a two-layer film (membrane). This task is of great interest in problems of
biology because all biological organisms on their border have a multilayer protective film through
which the exchange of substances occurs. The membrane discussed in the article consists of two
strongly and weakly permeable layers. On the membrane there is a set to a generalized boundary
condition. On the lateral surface of the half-cylinder there is a set to the Dirichlet condition. The
solution is obtained in the form of Fourier-Bessel, which converges fast enough.

1Работа выполнена в рамках Государственного задания вузу Министерства образования и науки Россий-
ской Федерации (проект 2014/255 НИР 2603.14).

2The work is performed in terms of the State task to higher education institution by the Ministry of Education
and Science of the Russian Federation (project 2014/255 Research work 2603.14).
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Построение математических моделей процессов тепломассопереноса в природных мате-
риалах приводит к краевым задачам математической физики. Биологические материалы
не являются однородными и содержат многослойные пленочные включения на границе с
внешней средой. Рассмотренные в статье пленочные включения состоят из сильно- и сла-
бопроницаемых прослоек, которые, следуя работам [1–3], моделируем бесконечно тонкими
слоями с бесконечно большой и соответственно бесконечно малой проницаемостью.

Рассмотрим в круглом полуцилиндре D = (0 < r < 1) × (−∞ < z < 0) × (0 < α < 2π)
некоторый установившийся процесс тепломассопереноса, характеризующийся потенциалом
u(r, α, z) (u – давление, температура, концентрация вещества, напряжение электрического
поля и т. д.). Здесь r, α, z – цилиндрические координаты. Пусть основание z = 0 полуци-
линдра является двухслойной пленкой, состоящей из сильнопроницаемой прослойки z = −0
и слабопроницаемой прослойки z = +0. На пленке задано обобщенное граничное условие
1-го типа [3]. На боковой поверхности полуцилиндра задано однородное условие Дирихле.
Отсюда для потенциала u(r, α, z) задача имеет вид

∆u ≡ 1

r
(rur)r +

1

r2
uαα + uzz = 0, u|r=1 = 0, (1)

ABuzz +Buz + u|z=0 = f(r, α), (2)

где u = O(1) в D, u(r, α+2π, z) = u(r, α, z), A и B – параметры сильно- и слабопроницаемых
прослоек [2], буквенные индексы r, α, z означают частные производные по соответствующим
переменным.

Представляя частное решение задачи (1) в виде

u(r, α, z) = R(r)Φ(α)Z(z),

с учетом периодичности u по α для функций R, Φ и Z получим задачи

1

r
(rR′)′ +

(
λ− n2

r2

)
R = 0, R(1) = 0, (3)

Φ′′ + n2Φ = 0, Z ′′ − λZ = 0, (4)

где n = 0, 1, 2, ... . Решение задачи (3) имеет вид

R(r) = Jn(µmnr),

где µmn ≥ 0 – корни уравнения Jn(µ) = 0, m = 1, 2, ...; Jn(r) – функции Бесселя n-го
порядка [4, с. 632]. Уравнение (4) для Φ имеет решения cosnα и sinnα. Ограниченное в D
решение уравнения (4) для Z имеет вид

Z(z) = eµmnz, −∞ < z < 0.
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Отсюда задача Штурма-Лиувилля для функции V = R(r)Φ(α) вида

1

r
(rVr)r +

1

r2
Vαα + λV = 0, V|r=1 = 0

имеет собственные значения λ = µ2
mn, которым соответствуют ортогональные собственные

функции

Vmn = Jn(µmnr) cosnα, Ṽmn = Jn(µmnr) sinnα. (5)

Тогда общее решение задачи (1) имеет вид

u(r, α, z) =

∞∑
n=0

∞∑
m=1

(amn cosnα+ bmn sinnα)Jn(µmnr)e
µmnz, (6)

где amn, bmn – коэффициенты, подлежащие определению. Раскладывая граничную функ-
цию f(r, α) (2) в ряд по собственным функциям (5):

f(r, α) =

∞∑
n=0

∞∑
m=1

[fmnVmn(r, α) + f̃mnṼmn(r, α)], (7)

из обобщенного граничного условия на пленке (2) находим

amn =
fmn

ABµ2
mn +Bµmn + 1

, bmn =
f̃mn

ABµ2
mn +Bµmn + 1

, (8)

где

fmn =
2

[J ′n(µmn)]2πεn

∫ 2π

0
dα

∫ 1

0
f(r, α) cosnα Jn(µmnr) r dr, (9)

f̃mn =
2

[J ′n(µmn)]2π

∫ 2π

0
dα

∫ 1

0
f(r, α) sinnα Jn(µmnr) r dr, (10)

ε0 = 2, εk = 1, k 6= 0. При этом в силу неравенств A > 0, B > 0 имеют место оценки

|amn| <
|fmn|
µ2
mn

→ 0, |bmn| <
|f̃mn|
µ2
mn

→ 0

при µmn →∞. Отсюда полученный ряд (6) сходится и допускает дифференцирование необ-
ходимое число раз (указанные ряды мажорируются рядом (7) и его соответствующими
производными).

Таким образом, решение задачи (1, 2) строится по формулам (6, 8–10).
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