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G‹R‹fi

Herhangi bir  A kümesinin d›fl ölçümü   

inf        m(Pk )
A⊆ ∪Pk

olarak tan›mlan›r  ve  bu,

µ* (A)= inf        m(Pk )

A⊆ ∪Pk

biçiminde  gösterilir.  Buna  ba¤l›  olarak  A kümesinin  iç ölçümü  µ
*

(A) iflareti

ile gösterilir  ve  µ
*

(A) = 1 
_

µ* (E \ A) olarak tan›mlan›r  (2, s. 258).   ‹ç ve d›fl

ölçüm aras›nda her zaman µ
*

(A) ≤ µ* (A) ba¤›nt›s› vard›r.  E¤er   µ
*

(A) = µ * (A)

oluyorsa,  A kümesine   Lebesgue  anlam›nda   ölçülebilirdir  denir   ve   bu,  µ
*

( A ) =

µ(A) = µ* (A) olarak gösterilir  (2, s.258).

Akümesinin ölçülebilir  olmas› için  gerekli ve  yeterli  koflulun  µ* ( A ) + µ * (E \ A) = 1

olmas›d›r  (2, s.261-263).

A1,A2,...,An,... kümeleri ölçülebilirse, bu kümelerin bileflimleri ve kesiflimleri de

ölçülebilirdir. Ayr›ca,

A⊆∪ An

n=1
ise

µ(A)≤ µ(An )

n=1

olur.  E¤er An kümeleri  ikifler  ikifler  ayr›ksa, 

µ(A)= µ(An )

n=1

olur  (2, s. 262-263).

Say›labilir  kümelerin ölçümü s›f›rd›r (3, s.35).  Fakat,  bu önermenin tersinin  do¤ru

olmas› gerekmez. Çünkü, Cantor  kümesi ters bir  örnektir.

A kümesinin ölçülebilir olmas› için gerekli ve yeterli koflul her > 0 say›s›na kar-

fl›l›k, µ* (A∆B) < olacak biçimde ilkel bir B kümesinin olmas›d›r (2,  s.261).

A kümesi ölçülebilirse bu kümenin tümleyeni olan Á= E \ A kümesi de ölçü-

lebilirdir (2,  s.263).  
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E¤er bir özellik bir E kümesinin s›f›r ölçümlü bir küme oluflturan  noktalar  d›fl›ndaki

tüm noktalarda sa¤lan›yorsa, bu özelli¤e E kümesi üzerinde  hemen hemen heryerde

(hhh) sa¤lan›yor denilir  (3, s. 33), (2, s. 288).

TEOREMLER: 

1. Teorem: E temel kümesinde A,B ⊂ Ε olmak üzere  hemen hemen her yerde  (hhh)

A=B ise  µ( A \ B) = 0 = µ ( B \ A) olur ve µ( A ∩ B) = µ( A ∪ B) eflitli¤i  vard›r.

‹spat: Hemen  hemen  her yerde A= B oldu¤undan µ( A\ B) = 0 =  µ ( B \ A) oldu¤u

tan›mdan yaz›l›r. Di¤er yandan A∆ B = ( A \ B ) ∪ ( B \ A ) eflitli¤indeki A \ B ve 

B \ A kümeleri ayr›k ve (hhh)  A = B oldu¤undan, µ (A∆B) = µ(A \ B) + µ(B \ A)=0

yaz›l›r. Buradan µ(A∆B)=0 bulunur.

Ayr›ca,  

A ∩ B ⊆ A ∪ B ve A∆B = (A∪ B) \ (A ∩ B)

biçiminde  olduklar›ndan  

0 = µ(A∆B) = µ(A ∪ B) _ µ (A ∩ B)

yaz›l›r. Buradan, µ(A ∪ B) =  µ(A ∩ B) bulunur.  Bu da  teoremde gösterilmek iste-

nen sonuçtur.

‹kinci  bir  yol da  flöyledir. Ayr›k olan A \ B , A ∪ B ve B \ A kümeleri için 

A ∪ B = ( A\ B ) ∪ (A ∩ B) ∪ ( B \ A )

eflitli¤inin  her iki yan›n›n  ölçümleri al›n›rsa,

µ(A ∪ B) = µ(A \ B) +  µ(A ∩ B) + µ( B \ A )

elde edilir. Bu eflitlikte µ( A \ B ) = 0 = µ( B \ A ) oldu¤u kullan›l›rsa, µ(A ∪ B) =

µ(A ∩ B) sonucu bulunur.

Örne¤in, A = Z tamsay›lar  kümesi ve B = Q rasyonel say›lar kümesi olsun.  Buna

göre  (hhh) Z = Q oldu¤u için, µ(A) = µ(B),  µ(A\ B) = 0 = µ(B \ A) ve  

0= µ(A∆B) = µ (A ∪ B) 
_

µ(A ∩ B)

oldu¤u görülür.  Buradan µ(A ∪ B) = µ(A ∩ B) ya da  µ(Q) = µ(Z) yaz›l›r.

Tan›m: Say›labilir sonsuzluktaki kümelerin genellefltirilmifl olan simetrik fark›

A1∆A2∆A3∆... = ∆A i ile gösterilir  ve  

∆Ai=∪Ai \ {∪(Ai ∩ Aj)}
i=1                  i≠j
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olarak tan›mlan›r.

2. Teorem: E¤er A1, A2, A3,... kümeleri  ölçülebilirse, bu kümelerin simetrik fark›

olan ∆Ai kümesi de  ölçülebilirdir.

‹spat: i≠ j  için Ai ve Aj kümeleri  ölçülebilir olduklar›ndan, Ai ∩ Aj kesiflim küme-

si ölçülebilirdir.  Ölçülebilir kümelerin say›labilir  say›das›n›n  bileflimi ölçülebilir

olaca¤›ndan 

∪(Ai ∩ Aj)
i≠j

bileflim kümesi de ölçülebilirdir.

Benzer olarak, 

∆Ai=∪Ai \ {∪(Ai ∩ Aj)}
i=1                  i≠j

eflitli¤inin  ikinci yan› da  ölçülebilirdir.  Buradan ∆Ai simetrik fark› ölçülebilirdir.

Tan›m: E¤er her  T kümesi için 

µ* (T) = µ * (T ∩ A) + µ* ( T ∪ Á)

oluyorsa, A kümesi Caratheodory anlam›nda µ* ölçümüne göre ölçülebiliyor denilir

(3, s. 31).

Buradan hemen flu sonucu söyleyebiliriz.

Akümesinin  µ* ölçümüne göre ölçülebilir olmas› için gerekli ve yeterli  koflulun  her

T kümesine karfl›l›k 

µ* (T) ≥ µ* (T ∩ A) + µ* (T ∩ Á)

olmas›d›r.

3. Teorem: A ve  B kümeleri  Caratheodory  tan›m›na göre  ölçülebilirse A∆B ve

A\ B kümeleri de ayn› tan›ma  göre ölçülebilirdir.

‹spat: Tüm T kümeleri için 

µ* (T) ≥ µ* (T ∩ (A∆B)) + µ* (T ∩ (A∆B)´)

oldu¤unu göstermeliyiz. A ve B kümeleri bu ölçüme göre ölçülebilir olduklar›ndan

her T kümesi için 
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µ* (T) = µ * (T ∩ A) + µ* (T ∩ Á)

= µ * (T ∩ A) + µ* (T ∩ (Á∩ B)) +  µ * (T ∩ (Á∩ B´))

= µ * (T ∩ A) + µ* (T ∩ Á∩ B) +  µ * (T ∩ (A∪ B)´)
(1)

yaz›l›r.  Öte yandan, 

T∩ (A∆B) = {T ∩ (Á∩ B) ∪ [(T ∩ A) \ (T ∩ A∩ B)]}

ifadesinin her iki yan›n›n d›fl ölçümünden,

µ* (T ∩ (A∆B)) ≤ µ* ((T ∩ (Á∩ B)) + µ * (T ∩ A) _ (T ∩ A∩ B)

olur. Buradan, 

µ* (T ∩ (A∆B)) + µ * (T ∩ A∩ B) ≤ µ* ((T ∩ (Á∩ B)) + µ * (T ∩ A)

yaz›l›r.  Buna göre  (1)  ifadesinde 

µ* (T ∩ (Á∩ B)) + µ * (T ∩ A)

ifadesinden daha küçük olan 

µ* (T ∩ (A∆ B)) + µ *(T ∩ (A∩ B))

de¤eri yaz›l›rsa,

µ* (T) ≥ µ* (T ∩ (A∆ B)) + µ * (T ∩ (A ∪ B)´) + µ * (T ∩ A∩ B)

eflitsizli¤i elde edilir. Bu da istenen sonuçtur. Burada, Venn  flemas›yla,

T ∩ (A∆B)´= {(T ∩ (A ∪ B)´)} ∪ {(T ∩ A∩ B)}

eflitli¤inden 

µ* (T ∩ (A∆B)´) + µ* (T ∩ (A ∪ B)´) + µ * (T ∩ A∩ B)

oldu¤u daha kolay bir flekilde görülebilir.

Benzer olarak her T kümesi için 

µ* (T) ≥ µ* (T ∩ (A \ B)) + µ * (T ∩ (A \ B)´)

oldu¤unu göstermeliyiz. A ve  B kümeleri  ölçülebilir  olduklar›ndan, her T kümesi

için, 

µ* (T) = µ* (T ∩ A) + µ* (T ∩ Á)

µ* (T) = µ * (T ∩ A) + µ* (T ∩ (A ∪ B)´) + µ * (T ∩ (A´∪ B))

µ* (T) = µ * (T ∩ A) + µ* (T ∩ Á ∩ B) + µ * (T ∩ (Á∪ B´))
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yaz›l›r.  Di¤er yandan,

T ∩ (A \ B)=(T ∩ A) \(T∩ A ∩ B)

eflitli¤inin  her iki yan›na d›fl ölçüm  tan›m› uygulan›rsa,

µ* (T ∩ (A \ B)) ≤ µ* (T ∩ A) _ µ* (T ∩ A ∩ B)

yaz›l›r. Buradan, 

µ* (T ∩ (A \ B)) + µ * (T ∩ A ∩ B) ≤ µ* (T ∩ A)

eflitsizli¤i  ç›kar. Böylece  (2)  eflitli¤inde µ* (T ∩ A) ifadesi yerine  bundan daha

küçük olan 

µ* (T ∩ (A \ B)) + µ * (T ∩ A ∩ B)

ifadesi yaz›l›rsa,

µ* (T) ≥ µ* (T ∩ A´∩ B´) + µ * (T ∩ A´∩ B) + µ * (T ∩ A ∩ B)+µ* (T ∩ (A \ B))

eflitsizli¤i elde edilir. Venn flemas›yla,

T ∩ (A \ B)´= (T ∩ A ∩́ B´) ∪ (T ∩ A´∩ B) ∪ (T ∩ A ∩ B)

oldu¤undan,

µ* (T) ≥ µ* (T ∩ (A \ B)) + µ * (T ∩ (A \ B)´)

eflitsizli¤i elde edilir. Bu da istenen sonuçtur.

Tan›m: Verilen bir A kümesi ve her > 0 say›s› için R halkas› (2, s.31) içinde 

A´⊆ A⊆ A ́ ́ve m(A ́ ́\ Á) < 

olacak flekilde A´ ve A ́ ́ kümeleri varsa A kümesine Jordan anlam›nda  ölçülebilirdir

denir (2, s.281).  Burada  A´ ve  A ́ ́ kümeleri tümleyen anlam›nda kullan›lmam›flt›r.

4. Teorem: A ve B kümeleri Jordan anlam›nda ölçülebilirse,  A ∪ B , A ∩ B, A \ B

ve  A∆B kümeleri  de Jordan anlam›nda ölçülebilirdir.

‹spat: A ve B kümeleri tan›ma göre ölçülebilirse, her > 0 say›s› için

A´⊆ A⊆ A ́ ́ ve m(A ́ ́\ Á) <

ve  
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B´⊆ B⊆ B ́ ́ ve m(B ́ ́\ B´) <

koflullar›n› sa¤layan  Á, B´, A ́ ́ ve  B ́ ́ kümeleri vard›r. Bu  halde,

A´∪ B´⊆ A∪ B ⊆ Á  ́∪ B ́ ́

ve

A´ \ B ́ ́⊆ A\ B ⊆ A´́   \ B ́ ́

kapsamalar› yaz›l›r. Ayr›ca,

(Á  ́∪ B ́ ́) \  (A´∪ B´) ⊆ A ́ ́ \ A´) ∪ B ́ ́ \ B´)

kapsam›ndan,

m{(Á  ́∪ B ́ ́)\(A´∪ B´)}≤ m{ Á  ́ \ A´)∪ B ́ ́\ B´)}≤ m(Á  ́  \ A´)+m(B ́ ́\ B´)≤ + =
2 2

elde edilir. Bu da, A∪ B kümesinin Jordan anlam›nda ölçülebilir olmas› demektir.

Öte yandan, 

(Á  ́∩ B ́ ́) \  (A´∩ B´) ⊆ Á  ́ \ A´) ∪ B ́ ́\ B´)

kapsam›ndan, 

m{(Á  ́ ∩ B ́ ́)\(A ∩́ B´)}≤ m{ Á  ́ \ A´)∪ B ́ ́\ B´)}

yaz›l›r.  Buradan, 

m{(Á  ́∩ B ́ ́)\(A´∩ B´)}≤ m{ Á  ́ \ A´)+m(B ́ ́\ B´)≤ + =
2 2

bulunur. say›s› keyfi oldu¤undan, A∪B ve A∩B kümeleri Jordan anlam›nda ölçü-

lebilir oldu¤u gösterilmifl olunur.

fiimdi A∆B kümesinin  Jordan anlam›nda ölçülebilir oldu¤unu gösterelim. A ve B

kümeleri  Jordan anlam›nda  ölçülebilirse,

A ⊆́ A⊆ Á  ́ve  m(Á  ́ \ A´) <
2

ve  

B´⊆ B⊆ B ́ ́ ve  m(B ́ ́ \ B´) <
2

olacak  flekilde A´, B´, Á  ́  ve B ́ ́ kümeleri vard›r.  Buna göre,
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A ⊆́ A⊆ A ́ ́ ve B´⊆ B⊆ B ́ ́

kapsamlar›ndan,

A´∆B ⊆́ A∆B ⊆ A ́ ́∆ B ́ ́

yaz›l›r.  Buradan, 

m(A ́ ́∆B ́ ́\A´∆B´) < 

olacak  flekilde A´, B´, A ́ ́ ve B ́ ́ kümelerinin  olduklar›n›  göstermeliyiz. Bir  kere,

A ⊆́ A⊆ A ́ ́

ve

B´⊆ B⊆ B ́ ́

kapsamlar›ndan,

A´ \ B ́ ́⊆ A \ B⊆ A ́ ́\ B´

ve

B´ \ A ́ ́⊆ B \ A⊆ B ́ ́\ A´

yaz›l›r. (3)  ve   (4)  ifadelerinin  taraf tarafa bileflimi  al›n›rsa,

(A´ \ B ́ ́)∪ (B´ \ A ́ ́) ⊆ (A \ B)∪(B \ A) ⊆ (A ́ ́\ B´)∪ (B ́ ́ \ A´)

veya

(A´ \ B ́ ́)∪ (B´ \ A ́ ́) ⊆ (A ∆ B) ⊆ (A ́ ́ \ B´)∪ (B ́ ́ \ A´)

yaz›l›r. Ayr›ca,

A´ \ B ⊆́ A \ B ⊆ A ́ ́ \ B ́ ́

ve

B´ \ A ⊆́ B \ A ⊆ B ́ ́ \ A ́ ́

kümelerinin bilefliminden,

(A´ \ B́  )∪ (B´ \ A ́) ⊆ (A \ B)∪(B \ A) ⊆ (A ́ ́ \ B ́ ́)∪ (B ́ ́ \ A ́ ́)

veya,

A´∆B´ ⊆ A∆ B ⊆ A ́ ́∆B ́ ́

yaz›l›r. Bu halde ifllemlerimizi (6) ifadesi yerine (5) ifadesi ile devam ettirelim.

(A ́ ́∪ B ́ ́) \ (A´∪ B´) ⊆ (A ́ ́ \ A´) \ (B ́ ́\ B´)

oldu¤undan, keyfi  say›s› için,
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m{(A ́ ́∪ B ́ ́)\(A ∪́ B´)}≤ m{ A ́ ́ \ A´)∪ B ́ ́\ B´)}≤ m(A ́ ́ \ A´)+m(B ́ ́ \ B´)≤ + =
2 2

elde edilir.  Bu  da, A∆B kümesinin  Jordan anlam›nda ölçülebilir olmas› demektir.

Son olarak, 

A ⊆́ A⊆ A ́ ́ ve  B´⊆ B⊆ B ́ ́

ve

A´ \ B ́ ́ ⊆ A \ B ⊆ A ́ ́\ B´

kapsamlar›ndan,

{(A ́ ́ \ B́ ) \ (A´∪ B ́ ́) ⊆ (A ́ ́\ A´) ∪ (B ́ ́\ B´)

ba¤›nt›s› yaz›l›r.  Bu  kapsam›n her  iki  yan›n›n›n  ölçümünden,

m{(A ́ ́ \ B ́)\(A´ \ B ́ ́)}≤ m{ A ́ ́ \ A´)∪ B ́ ́ \ B´)}≤ m(A ́ ́\ A´)+m(B ́ ́ \ B´)≤ + =
2 2

bulunur. say›s› keyfi oldu¤undan A\Bkümesinin de, Jordan anlam›nda  ölçülebilir

oldu¤u gösterilmifl olunur.

Tan›m: E temel kümesi üzerinde  µ ölçümünün düzgün olmas› için gerekli ve yeter-

li  koflulun,  her  bir  A ⊆ E kümesi için A ⊆ B ve µ(A) = µ(B) olacak flekilde ölçü-

lebilir bir B kümesinin  olmas›d›r  (1.a,  s.56 -  1.b, s.271). 

5. Teorem: A ve B kümeleri verildi¤inde A ⊆ B için µ(A) = µ(B) oluyorsa, A´ ve B´

tümleyen kümeleri  için de µ(A´) = µ(B´) olur.

‹spat: A´ = B´∪ B\ A) fleklinde ayr›k iki kümenin bileflimi oldu¤undan,

µ(A´) = µ(B´) + µ(B \ A)

yaz›l›r.

Di¤er yandan, A ve  B \ A kümeleri ayr›k olduklar›ndan B = A ∪ B\ A) ve  µ(A) =

µ(B) + µ(B \ A) olur. A⊆ B ve µ(A) = µ(B) oldu¤undan, µ(B \ A)=0 gelir.  Bu sonuç

(7) ifadesinde kullan›l›rsa, µ(A´) = µ(B´) elde edilir. Bu da gösterilmek istenen

sonuçtur.

6. Teorem:

A ⊆ B ve µ(A) = µ(B)

C ⊆ D ve µ(C) = µ(D)

ise, 

A∪ C ⊆ B ∪ D ve µ(A ∪ C) = µ(B ∪ D)

olur.
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‹spat: Afla¤›daki flekle dikkat edilirse,

A ∪ C = Y ∪ K ∪ L ∪ M ∪ T

yaz›l›r. Burada  her  iki yan›n›n  ölçümünden,

µ(A ∪ C) = µ(Y∪ K ∪ L ∪ M ∪ T)

olur. Ayr›ca,

Y∩ K ∩ L ∩ M ∩ T = Ø 

oldu¤undan, µ(A∪C) = µ(Y)+µ(K)+µ(L)+µ(M)+µ(T) yaz›l›r. Yine, K ve M küme-

lerinin  ölçümleri s›f›r  oldu¤undan,

µ(A ∪ C) = µ(Y)+µ(L)+µ(T)

yaz›l›r.  Di¤er  yandan,  

B ∪ D = Z ∪ Y∪ K∪ L∪ P∪ R∪ M∪ T∪ S

ifadesinin her iki yan›n›n  ölçümünden ,

µ(B ∪ D) = µ(Z)+µ(Y)+µ(K)+µ(L)+µ(P)+µ (R)+µ(M)+µ(T)+µ(S)

yaz›l›r. Yine  burada flekle dikkat edilirse, Z, K, P, R, M, S kümelerinin  ölçümlerinin

s›f›ra eflit  oldu¤u görülür. Sonuç olarak,

µ(B ∪ D) = µ(Y)+µ(L)+µ(T)

bulunur.  (8) ve (9) eflitli¤inden µ(A ∪ C) = µ(B ∪ D) elde edilir. Bu  da gösterilmek

istenen sonuçtur.
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7. Teorem:

A1 ⊆ B1 ve  µ(A1) = µ(B1)

A2 ⊆ B2 ve  µ(A2) = µ(B2)

ise,

A1 ∩ A2 ⊆ B1 ∩ B2 ve  µ(A1 ∩ A2) = µ(B1 ∩ B2)

olur.

‹spat: Bir kere,  A1 ∩ A2 ⊆ B1 ∩ B2 oldu¤u aç›kt›r.  fiimdi, 

µ(A1 ∩ A2) = µ(B 1 ∩ B2)

oldu¤unu gösterelim. Verilen hipoteze göre, (10) ve (11) ifadelerinden, B1 = A1 ∪ C1

ve B2 = A2 ∪ C2 olacak flekilde  µ(C1) = 0 = µ(C 2) olan C1 ve C2 kümeleri vard›r.

Buradan,

B1 ∩ B2 = (A1 ∪ C1) ∩ (A2 ∪ C2) ⊆ (A1 ∪ C1) ∪ (A2 ∪ C2)

ve

B1 ∩ B2 = (A1 ∩ A2) ∪ (C1 ∩ A2) ∪ (A1 ∩ C2) ∪ (C1 ∩ C2)

ifadelerinden,

µ(B1 ∩ B2) ≤ µ(A1 ∩ A2) + µ (C1 ∩ A2) + µ (A1 ∩ C2) + µ (C1 ∩ C2)

≤ µ(A1 ∩ A2) + µ (C1) + µ (C2) + µ (C1) + µ (C2)

yaz›l›r. Ayr›ca, µ(C1) = 0 ve µ(C2) = 0 olduklar›ndan,

µ(B1 ∩ B2) ≤ µ(A1 ∩ A2)

gelir. Öte yandan, A1 ∩ A2 ⊆ B1 ∩ B2 kapsam›ndan,

µ(A1 ∩ A2) ≤ µ(B1 ∩ B2)

yaz›l›r.   (12)  ve  (13)  ifadelerinden,

µ(A1 ∩ A2) = µ (B1 ∩ B2)

eflitli¤i  elde  edilir.  Bu da  gösterilmek   istenen sonuçtur.

8. Teorem:

A1 ⊆ A2 ve µ(A1)= µ(B1)

A2 ⊆ A2 ve µ(A2)= µ(B2)

.         .          .          .   

.         .          .          .   

olsun.  Bu halde, 
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A=∩ Ai ⊆ ∩ Bi = B ve µ(∩ Ai) = µ(∩ Bi)

i=1                 i=1  i=1                       i=1      

olur.

‹spat:

B1 = A1 ∪ C1 ve µ(C1) = 0

B2 = A2 ∪ C2 ve µ(C2) = 0

.         .          .          .   

.         .          .          . 

ve

µ(Ci) = 0

i=1

olacak  flekilde C1, C2, ... kümeleri vard›r.  Böylece,

B=∩ Bi = ∩ (Ai ∩ Cj)
i=1           i=1

=∩ Ai ∪ [∪ (Ai ∩ Cj) ]
i=1           i=1

⊆ A ∪ (∪Ci)
i=1

kapsam› yaz›l›r.  Böylece,

µ(B) ≤ µ(A) + µ(∪Ci)

i=1

≤ µ(A) + ∑ µ(Ci)

i=1

= µ(A)

elde edilir. Ayr›ca,

A = ∩ Ai ⊆ ∩ Bi = B
i=1                   i=1  

kapsam›ndan, 

µ(A) ≤ µ(B)

olur.  (14)  ve   (15)   ifadelerinden,
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µ(∩ Ai) = µ(A) = µ(B) = µ(∩ Bi)

i=1  i=1

elde edilir.

9. Yard›mc›  Teorem: A ⊆ B ve   µ(A) = µ(B) olsun.  Bu halde,  A ∪ C = B ve

A ∩ C = Ø olacak  flekilde  ölçümü s›f›r olan  bir C kümesi vard›r.

‹spat: Burada  µ(C) = 0 oldu¤unu gösterece¤iz.  Bunun  için,  Venn  flemas›na

göre,

µ(A) = µ(B) = µ(A∪ B) = µ(A) + µ(B) 
_

µ(A∩ B)

yaz›l›r.  Hipotezde,  µ(A) = µ(B) oldu¤undan, µ(C) = µ(A∩ C) = µ(Ø) = 0 elde edilir.

Böylece, µ(C) = 0 oldu¤u gösterilmifl olunur.

10. Teorem: Say›labilir sonsuzluktaki A1, A2, A3,... kümeleri için,

A1 ⊆ B1 ise  µ(A1) = µ(B1)

A2 ⊆ B2 ise  µ(A2) = µ(B2)

.           .         .          .   

An ⊆ Bn ise  µ(An) = µ(Bn)

.           .         .          .   

ise,

A = ∪ Ai ⊆ ∪ Bi = B ve µ(∪ Ai) = µ(∪ Bi)
i=1    i=1 i=1                   i=1  

olur.

‹spat: Önce,

A = ∪ Ai ⊆ ∪ Bi = B
i=1                   i=1

diyelim.   Buna  göre,  B= A∪ C ve  A∩ C = Ø olacak  flekilde   ölçümü s›f›r olan

bir C kümesi vard›r. Ayr›ca, B= A∪ C eflitli¤inden, 

µ(B) = µ(A∪ C) = µ(A) + µ(C) ) 
_

µ(A∩ C) 

yaz›l›r.  Böylece,  µ(C) = 0   ve µ(A∩ C) = µ(Ø) = 0 olduklar›ndan  µ(A) = µ(B)

oldu¤u  gösterilmifl olunur.  Bu  da,

µ(∪Ai) = µ(∪Bi)
i=1 i=1   

demektir.
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11. Sonuç: A ve  B kümeleri için,  A⊆ B ve  µ(A) = µ(B) ise,  bu kümeler ancak

ölçümü s›f›r olan bir küme fark›yla  eflittirler.

‹spat: A ⊆ B ve  µ(A) = µ(B) oldu¤undan  A∪ C = B olacak flekilde  en az  bir

C kümesi vard›r.  Buradan,   A∪ C = B ise,   B \ A = C ve    µ(B) _ µ(A) = µ(C)

olur. µ(A) = µ(B) ifadesi   kullan›l›rsa,   µ(A) = µ(B) = 0 = µ(C) oldu¤u bulunur.

Bu  da, istenen sonuçtur.

12. Örnek: A, [a,b] kapal› aral›¤›ndaki tam say›lar kümesi, B, [a,b] kapal› ara-

l›¤›ndaki  rasyonel say›lar kümesi, C \ B, [a,b] kapal›  aral›¤›ndaki irrasyonel say›lar

kümesi  ve C, [a,b] kapal›  aral›¤›ndaki  gerçel say›lar  kümesi  olmak üzere,

C \ B ⊆ C ve  µ(C \ B) = µ(C)

A ⊆ B ve  µ(A) = µ(B)

ise,

µ((C \ B) ∪ A) = µ(C ∪ B)

olur.

Çözüm: Yukar›daki  eflitli¤in  birinci  yan›,

µ((C \ B) ∪ A) = µ(C \ B) + µ(A) 
_

µ((C \ B) ∪ A)

= b 
_

a + 0 
_

0 = b 
_

a

bulunur.  ‹kinci yana da   ayn› ifllem  uygulan›rsa,

µ(C ∪ B) = µ(C) + µ(B) 
_

µ(C ∩ B)

= b 
_

a + 0 
_

0 = b 
_

a

oldu¤u bulunur.

13. Teorem:

A⊆ B ⇔ B´⊆ A´  ve  µ(B´) = µ(A´)

C⊆ D ⇔ D´⊆ C´  ve  µ(D´) = µ(C´)

ise,

µ(B´ ∪ D´) = µ(A´ ∪ C´)

olur.

‹spat:

D´⊆ C´

B´∪ D´ ⊆ A´∪ C´
B´⊆ A´

yaz›l›r. Her iki yan›n ölçümü al›n›rsa,
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µ(B´ ∪ D’) ≤ µ(A´ ∪ C’)

oldu¤u  görülür.  Bu  ifadeyi  açarsak,

µ(B´) + µ(D´) _ µ(B´∩ D´) ≤ µ(A´) + µ(C´) _ µ(A´∩ C´)

µ(A´∩ C´) ≤  µ(B´∩ D’)

yaz›l›r.  Öte yandan,

D´⊆ C´

} B´∩ D´ ⊆ A ∩́ C´
B´⊆ A´

ve

µ(B´∩ D´) ≤ µ(A´∩ C´)

olur.   (16)   ve   (17)   ifadelerinden  

µ(A´∩ C´) = µ(B´∩ D´)

yaz›l›r.

Öte yandan,  (B´∪ D´) ∪ K= A´∪ C´ ve (B´∪ D´) ∩ K= Ø  olacak  flekilde  ölçümü

s›f›r olan  bir K kümesi vard›r.  Böylece,  yukar›daki  eflitli¤in her iki yan›n›n

ölçümünden,

µ(B´∪ D´) + µ(K) =  µ(A´∪ C´)

µ(B´)+µ(D´) _ µ(B´∩ D´) + µ(K) = µ(A´) + µ(C´) _ µ(A´∩ C´)

yaz›l›r.  Buradan,

µ(K) _ µ(B´∩ D´) = _ µ(A´∩ C´)

olur.  Böylece,

µ(K) = µ(B´∩ D´) _ µ(A´∩ C´) = 0

oldu¤u  görülür.

Sonuç olarak,

µ(B´∪ D´) + µ(K) =  µ(A´∪ C´)

ve

µ(B´∪ D´) =  µ(A´∪ C´)

yaz›l›r.
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