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GiRi
Herhangi bir A kiimesinin dis dl¢limii
inf m(P,)
Al EP,
olarak tanimlanir ve bu,
W (A)=inf Zm(Pk)
Al EP,

bi¢iminde gosterilir. Buna bagl olarak A kiimesinin i¢ dl¢imii u, (A) isareti
ile gosterilir ve u,(A) =1 — u*(E\ A)olarak tammlanir (2, s. 258). I¢ ve dis
olgiim arasinda her zaman 4, (A) < u* (A ) bagintis1 vardir. Eger U, (A)=u*(A)
oluyorsa, A kiimesine Lebesgue anlaminda olgiilebilirdir denir ve bu, y, (A)=
M(A) =u" (A)olarak gosterilir (2, 5.258).

A kiimesinin dlgiilebilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun 1 (A)+u*(E\A) =1
olmasidir (2, s.261-263).

ALA,,.. A,,... kiimeleri Ol¢iilebilirse, bu kiimelerin bilesimleri ve kesisimleri de
Olciilebilirdir. Ayrica,
At e 4,
n=I

ﬂ(A)SS H(A,)

n=l

ise

olur. Eger A, kiimeleri ikiser ikiser ayriksa,

wa- > pia,)

n=Il

olur (2, s. 262-263).

Sayilabilir kiimelerin 6l¢timii sifirdir (3, s.35). Fakat, bu 6nermenin tersinin dogru
olmasi gerekmez. Ciinkii, Cantor kiimesi ters bir Ornektir.

A kiimesinin 6l¢iilebilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul her € > 0 sayisina kar-

silik, }f (AAB) < € olacak bicimde ilkel bir B kiimesinin olmasidir (2, s.261).

A kiimesi Olciilebilirse bu kiimenin tiimleyeni olan A= E \ A kiimesi de 0l¢ii-
lebilirdir (2, s.263).
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Eger bir 6zellik bir E kiimesinin sifir 6l¢timlii bir kiime olusturan noktalar disindaki
tiim noktalarda saglaniyorsa, bu 6zellige E kiimesi iizerinde hemen hemen heryerde
(hhh) saglaniyor denilir (3, s. 33), (2, s. 288).

TEOREMLER:

1. Teorem: E temel kiimesinde A,Bi E olmak iizere hemen hemen her yerde (hhh)
A=Bise uy(A\B)=0=u(B\A)olurve uy(A ¢ B)=u( A E B)esitligi vardir.

Ispat: Hemen hemen her yerde A = B oldugundan u( A\B) =0 = u ( B\ A) oldugu
tanimdan yazilir. Diger yandan AAB =(A\B )E ( B\ A )esitligindeki A\ B ve
B \ A kiimeleri ayrik ve (hhh) A =B oldugundan, # (AAB) =u(A\B) +u(B\ A)=0
yazilir. Buradan (A AB )=0 bulunur.

Ayrica,
AcBi AEBveAAB =(AE B)\(Ac¢ B)

biciminde olduklarmdan
0=u(AAB) =w(AE B)-u(AcB)

yazilir. Buradan, (A € B) = y(A ¢ B)bulunur. Bu da teoremde gosterilmek iste-
nen sonugtur.

Ikinci bir yol da soyledir. Ayrik olan A\ B , A & B ve B \ A kiimeleri igin
AEB=(A\B)E(ACB)E(B\A)
esitliginin her iki yaninin o6lcilimleri alinirsa,
MAEB)=u(A\B)+ u(AcB)+u(B\A)

elde edilir. Bu esitlikte y( A\B ) =0 =u( B\ A ) oldugu kullanilirsa, (A £ B) =
U(A ¢ B) sonucu bulunur.

Omegin, A =Z tamsayilar kiimesi ve B = Q rasyonel sayilar kiimesi olsun. Buna
gore (hhh) Z =Q oldugu i¢in, u(A) =u(B), u(A\B) =0 =u(B\ A) ve

O=u(AAB) =u(A € B)—u(Ac B)
oldugu goriiliir. Buradan u(A & B) =u(A ¢ B)yada u(Q) =u(Z) yazilr.

Tanmm: Sayilabilir sonsuzluktaki kiimelerin genellestirilmis olan simetrik farki
AAAAAA.. = AA ile gosterilir ve

AAz:E A ‘ E (Ac A/)]
i=/

i#
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olarak tanimlanir.

2. Teorem: Eger A, A,, A;,... kiimeleri Olg¢iilebilirse, bu kiimelerin simetrik farki
olan AA; kiimesi de olciilebilirdir.

Ispat: i#j icin A, ve A; kiimeleri 6lgiilebilir olduklarindan, A; ¢ A; kesigim kiime-
si olgiilebilirdir. Olgiilebilir kiimelerin sayilabilir sayidasiin bilesimi 6lciilebilir
olacagindan

Euca

i#f

bilesim kiimesi de 6l¢iilebilirdir.

Benzer olarak,

m=F a [E(A,-QA,-)]

i=l i

esitliginin ikinci yan1 da olgiilebilirdir. Buradan AA, simetrik farki 6l¢iilebilirdir.
Tamm: Eger her T kiimesi igin
w(T)=u (TcA)+u (TEA)

oluyorsa, A kiimesi Caratheodory anlaminda " 6l¢iimiine gore Olgiilebiliyor denilir
(3,s.31).

Buradan hemen su sonucu soyleyebiliriz.

A kiimesinin y*6l¢iimiine gore 6lciilebilir olmasi igin gerekli ve yeterli kosulun her
T kiimesine karsilik

W (T)zuy(TcA)+u*(TcA)
olmasidir.

3. Teorem: A ve B kiimeleri Caratheodory tanimina gore Olciilebilirse AAB ve
A\ B kiimeleri de ayn1 tanima gore oOlciilebilirdir.

Ispat: Tiim T kiimeleri icin
u (T)2u (T < (AAB)) +1' (T ¢ (AAB))

oldugunu gostermeliyiz. A ve B kiimeleri bu 6lciime gore ol¢iilebilir olduklarindan
her T kiimesi igin
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w(T)=u(TcA)+u (T cA)
=u(TcA)+u (Tc(AcB)) +u" (Tc(AcB)) )
=u(TcA)+u (TcAc B)+ u (T ¢ (AE B))
yazilir. Ote yandan,
Tc (AAB) ={Tc (A¢B)E [(Tc A)\(Tc Ac B)l}
ifadesinin her iki yaninin dig 6l¢iimiinden,
(T c(AAB))<u ((Tc (AeB))+u" (TcA)-(T¢ AC B)
olur. Buradan,
u(Tc(AAB)) +u"(Tc AcB)su ((Tc (AcB))+u (TG A)
yazilir. Buna gore (1) ifadesinde
w(Tc(AcB)+u(TcA)
ifadesinden daha kiiciik olan
W (TG (AAB)) +u (T ¢ (AG B))
degeri yazilirsa,
wW(T)2u (T (AAB)) +u" (TG (AEB)) +u" (TG AC B)
esitsizligi elde edilir. Bu da istenen sonugtur. Burada, Venn semasiyla,

Tc(AAB)={(Tc (AE B))} E {(T ¢ AC B)}
esitliginden

wW(T<c (AAB)) +u’ (TG (AE B)) +u" (T ¢ AG B)
oldugu daha kolay bir sekilde goriilebilir.
Benzer olarak her T kiimesi i¢in
u(T)z u (T ¢ (ANB)) +u" (T ¢ (ANB)’)

oldugunu gostermeliyiz. A ve B kiimeleri olgiilebilir olduklarindan, her 7 kiimesi
icin,
wW(T)=u(TcA)+u (TcA)

wW(T=u(TcA)+u" (TG (AEB))+u" (TG (AEB)) )
W)= (TGcA)+u (TcA'¢B)+u (TG (AEB))
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yazilir. Diger yandan,
T'c(A\B)=TcA)\(TcAcB)
esitliginin her iki yanina dig 6l¢iim tanimi uygulanirsa,
w(Tc(A\B) sy (TcA)-p(TCACB)
yazilir. Buradan,
w(Tc(A\B)+u (TcCAcB)<u(TCA)

esitsizligi ¢ikar. Boylece (2) esitliginde u* (T ¢ A) ifadesi yerine bundan daha
kiigiik olan

w(Tc(A\B)) +u" (TG AcCB)
ifadesi yazilirsa,
wlzuy(TcATB)+u (TcATB)+u (TcAcB)wu (T ¢ (A\B))
esitsizligi elde edilir. Venn semasiyla,
I'c(A\B)=(TcAcB)E(TcACTB)E(TCACB)

oldugundan,
w(T)zu' (T (A\B))+u"(Tc (A\B))

esitsizligi elde edilir. Bu da istenen sonugtur.
Tamm: Verilen bir A kiimesi ve her € > 0 sayis1 i¢in R halkas1 (2, s.31) iginde
AT Ai Ave m(ANA)< €

olacak sekilde A “ve A” kiimeleri varsa A kiimesine Jordan anlaminda olgiilebilirdir
denir (2, s.281). Burada A~ ve A” kiimeleri tiimleyen anlaminda kullanilmamaistir.

4. Teorem: A ve B kiimeleri Jordan anlaminda olgiilebilirse, AE B, A¢ B,A\B
ve AAB kiimeleri de Jordan anlaminda olciilebilirdir.

Ispat: A ve B kiimeleri tanmima gére olgiilebilirse, her € > 0 sayisi icin
€
AT Al A%vem(ANA)< —

2
ve
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€
Bi Bi B”vem(B"\B")< —
2

kosullarint saglayan A”, B", A” ve B” kiimeleri vardir. Bu halde,
AEBT AEBiI AEB”
ve
A°\B1 A\Bi A”\B”
kapsamalar1 yazilir. Ayrica,
(AEB”)\ (AEB)i (AVN\A)E(B"\B’)

kapsamindan,

m{(A"E B")\(AE B)}<m{(A"NA)E(B\B)}I<mA"\A")+m(B"\B’)< % +z— =€
elde edilir. Bu da, AE B kiimesinin Jordan anlaminda &lg¢iilebilir olmas1 demektir.
Ote yandan,
(A¢B”)\ (A¢cB’)i (A”N\A’)E (B\B)
kapsamindan,
m{(A“c B )\(A¢ B)}<m{(A"\A )E(B\B")}
yazilir. Buradan,
m{(A"¢ B’)\A¢ B)}<m{(A”"\A")+m(B"\B")< % +% =t

bulunur. € sayisi keyfi oldugundan, AEB ve AGB kiimeleri Jordan anlaminda 6l¢ii -
lebilir oldugu gosterilmis olunur.

Simdi AAB kiimesinin Jordan anlaminda ol¢iilebilir oldugunu gosterelim. A ve B
kiimeleri Jordan anlaminda olciilebilirse,

AT Al A”ve m(A"\A")< &
2

ve
Bi Bi B”ve m(B”"\B")<%&
2

olacak sekilde A", B",A” ve B” kiimeleri vardir. Buna gore,
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AT Al A”veB1 Bi B”
kapsamlarindan,
A’ABi1 AABi A”AB”
yazilir. Buradan,
m(A“AB"\A’AB’) <¢

olacak sekilde A", B",A” ve B” kiimelerinin olduklarin1 gostermeliyiz. Bir kere,

AT Al A7
ve
B1 Bi B”
kapsamlarindan,
A’\B”i A\Bi A\B”~ Q3)
ve
B"\A”i B\Ai BN\A~ 4)

yazilir. (3) ve (4) ifadelerinin taraf tarafa bilesimi alinirsa,
(A’\B”)E (B'\A”)i (A\B)E(B\A)i (ANB’)E (B"\A")
veya
(A'\B”)E (B'\A”)i (AAB)i (A”\B’)E (B"\A") 5)
yazilir. Ayrica,
A’\BT A\Bi A”\B”
ve
B’\A1 B\Ai B"\A”
kiimelerinin bilesiminden,
(A'"\B' ) (B"\A")i (A\B)E(B\A)i (A”\B”)E (B"\A”)
veya,
A’AB’i AABi A”AB” 6)
yazilir. Bu halde islemlerimizi (6) ifadesi yerine (5) ifadesi ile devam ettirelim.
(A"EB”)\(AEB’)i (A”\A)\(B"\B’)

oldugundan, ¢ keyfi sayisi igin,

91



€
2

m{(A"EB"NAEB )})<m{(A"\AE(B"\B)}<m(A”\A")+m(B”\B’)< Cilce
2

elde edilir. Bu da, AAB kiimesinin Jordan anlaminda 6l¢iilebilir olmas1 demektir.

Son olarak,

AT Ai A” ve Bi Bi B”
ve

A\B”i A\Bi A"\B”
kapsamlarindan,

{A”\B)\(AEB”)i (ANA)E (B\B’)
bagmtist yazilir. Bu kapsamin her iki yanminin 6l¢timiinden,
m{(A”\B)NA \B")}< m{(A”\ A" (B”\ B )}< m(A"\A)+m(B\B )< S+S = ¢
2 2

bulunur. € sayisi keyfi oldugundan A\B kiimesinin de, Jordan anlaminda 6l¢iilebilir
oldugu gosterilmis olunur.

Tanim: E temel kiimesi iizerinde u 6l¢limiiniin diizgiin olmasi icin gerekli ve yeter-
li kosulun, her bir Ai FE kiimesiigin Ai B ve u(A) = u(B) olacak sekilde 6l¢ii-
lebilir bir B kiimesinin olmasidir (1.a, s.56 - 1.b, s.271).

5. Teorem: A ve B kiimeleri verildiginde A i B icin #(A) = u(B) oluyorsa, A “ve B~
tiimleyen kiimeleri i¢in de #(A °) =u(B ) olur.

Ispat: A" =B’E (B\A)seklinde ayrik iki kiimenin bilesimi oldugundan,

WA)=u(B’) +u(B\A) (7)
yazilir.

Diger yandan, A ve B\ A kiimeleri ayrik olduklarindan B=A & (B\A) ve u(A) =
WB)+uB\A)olur. Ai Bveu(A)=u(B)oldugundan, u(B \ A )=0 gelir. Bu sonug
(7) ifadesinde kullanilirsa, u(A ") = u(B’) elde edilir. Bu da gosterilmek istenen
sonugtur.

6. Teorem:
Ai Bveu(A)=uB)
Ci Dveu(C)=u(D)
ise,
AECi BEDvepAeC)=pBED)
olur.
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Ispat: Asagidaki sekle dikkat edilirse,

E i
ne
g
T
B
M
| r
Y K F s
Z na

AEC=YEKELEMET
yazilir. Burada her iki yaninin 6l¢timiinden,
UWAEC)=uYEKELEMET)
olur. Ayrica,
YcKecLecMcT=0

oldugundan, u(AEC) = u(Y )+i(K)+u(L)+u(M )+u(T) yazilir. Yine, K ve M kiime-
lerinin Olg¢timleri sifir oldugundan,

HAE C) = u(Y )+u(L)+u(T) ®)
yazilir. Diger yandan,
BED=Z€E YE KE LE PE REME TE §
ifadesinin her iki yaninin 6l¢iimiinden ,
MB E D) = u(Z)+u(Y )+u(K )+ (L) +1(P)+u (R )+ (M ) +u(T ) +1(S )

yazilir. Yine burada sekle dikkat edilirse, Z, K, P, R, M, Skiimelerinin 6l¢iimlerinin
sifira egit oldugu goriiliir. Sonug olarak,

#B € D) = u(Y )+ L)+u(T) ®)

bulunur. (8) ve (9) esitligindenu(A £ C) =u(B & D) elde edilir. Bu da gosterilmek
istenen sonugtur.
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7. Teorem:

A1 B, ve u(A) = u(B,) (10)
A1 B, ve u(A)) = wB,) an
ise,
A, ¢ A,i B,¢cB,ve u(A;cA,)=u(B, ¢ B,)
olur.

Ispat: Birkere, A, ¢ A,i B, ¢ B, oldugu aciktir. Simdi,
UA, cA)=uB,cB,)

oldugunu gosterelim. Verilen hipoteze gore, (10) ve (11) ifadelerinden, B,=A , E C,
ve B, =A, E C, olacak sekilde u(C;) =0 = u(C ,) olan C, ve C, kiimeleri vardir.
Buradan,

B, ¢cB,=(A/EC))C(AEC)I (A,JEC)E (A EC,)
ve
B, cB,=(A,CA)E(C,CA)E(ACC)E(C, ()
ifadelerinden,
uB; € B,) <A, ¢ Ay) +u(Crc Ay) +u(A; ¢ C) +u(C, ¢ Cy)
SuA; G Ay +u(Cy) +u(Cy) +u(C)) +u(Cy)
yazilir. Ayrica, u(C,;) = 0 ve u(C,) = 0 olduklarindan,
uB, C By))<u(A; c Ay) (12)
gelir. Ote yandan, A, ¢ A,i B, ¢ B,kapsamindan,
uA; ¢ A)Su(B, ¢ B,) (13)
yazilir. (12) ve (13) ifadelerinden,
uA; ¢ A) =u(B; ¢ By)
esitligi elde edilir. Buda gosterilmek istenen sonugtur.
8. Teorem:

AT Ayve u(A))=uB,)
Ay T Ajve u(Ay)=u(B,)

olsun. Bu halde,
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a=C A1 G B=BveuC A)=u(C B)
9 |g veygl ﬂg

i i=l

olur.
ispat:
B,= AEC,veu(C,) =0
B,= A,E C, ve y(C,) =0
ve

" u(C) =0
IZ:IIM

olacak sekilde C,,C,, ... kiimeleri vardir. Boylece,

3
i AE(EC)
i=l
kapsami yazilir. Boylece,
uB)<uA)+u(EC) (14)
i=l
SuA)+Y u(C)
i=/
=u(A)
elde edilir. Ayrica,
A= Al B,=B
i=l i=]
kapsamindan,
u(A) < u(B) (15)

olur. (14) ve (15) ifadelerinden,
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ﬂ(g A;) =u(A) =u(B) =ﬂ(g B)
i=l i=1
elde edilir.

9. Yardimc1 Teorem: Ai B ve u(A)=u(B) olsun. Buhalde, AE C=B ve
A ¢ C =0 olacak sekilde 6lgiimii sifir olan bir C kiimesi vardur.

Ispat: Burada x#(C) =0 oldugunu gosterecegiz. Bunun igin, Venn semasina
gore,

u(A) = u(B) =w(A€ B) =u(A) + u(B) — u(Ac B)

yazilir. Hipotezde, u(A) = u(B)oldugundan, u(C) = u(Ac C)= (@) =0 elde edilir.
Boylece, u(C) =0 oldugu gosterilmis olunur.

10. Teorem: Sayilabilir sonsuzluktaki A;, A, A;,... kiimeleri igin,

AT Byise u(A) = u(B))
A, T Byise u(A;) = u(B,)

A, T B,ise u(A,) = u(B,)

ise,

& & & &
A=F A E B=BveulE A)=uE B)
i=1 i=1 i=1 i=1
olur.
ispat: Once,

B,=B

i
]

A=FE Ai

& &
i=l i=.

diyelim. Buna gore, B=AE C ve Ag¢ C =¢ olacak sekilde &lgiimii sifir olan
bir C kiimesi vardir. Ayrica, B= AE C esitliginden,

uB)=uwAe C)=u(A) +u(C)) - u(Ac C)

yazilir. Boylece, u(C)=0 ve uy(Ac C) = u(@) =0 olduklarindan u(A)= u(B)
oldugu gosterilmis olunur. Bu da,

WEA) =u(EB)

i=1 i=l

demektir.
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11. Sonu¢: A ve B kiimeleriicin, Ai B ve u(A)=u(B) ise, bu kiimeler ancak
Olciimii sifir olan bir kiime farkiyla esittirler.

1spat: Al B ve u(A)=u(B) oldugundan A C =B olacak sekilde en az bir
C kiimesi vardir. Buradan, A C =B ise, B\A=C ve u(B)—u(A)=u(C)
olur. u(A)=u(B) ifadesi kullanilirsa, u(A)=u(B) =0 = u(C) oldugu bulunur.
Bu da, istenen sonugtur.

12. Omek: A, [a,b] kapali araligindaki tam sayilar kiimesi, B, [a,b] kapali ara-
ligindaki rasyonel sayilar kiimesi, C\B, [a,b] kapali araligindaki irrasyonel sayilar
kiimesi ve C, [a,b] kapal1 araligindaki gercel sayilar kiimesi olmak iizere,

C\Bi C ve u(C\B)=u(C)
AT B ve u(A)=pu(B)
ise,
u(C\B)E A)=u(C E B)
olur.

Coziim: Yukaridaki esitligin birinci yani,

u(C\B)E A)=p(C\B) +u(A)-u((C\B)E A)
=b-a+0-0=b-a

bulunur. Ikinci yana da aymi islem uygulanirsa,

mC e B)=uC)+uB)-uCcBhB)
=b-a+0-0=b-a

oldugu bulunur.

13. Teorem:
Ai BU BT A’ ve u(B)=u(A")
Ci DU D C” ve uD’)=u(C’)
ise,
UB ED)=u(A"EC’)
olur.
1spat:

D1 C’
BED'i A C’
B1 A

yazilir. Her iki yanin 6l¢timii alinirsa,
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UWB ED)SuAeC)
oldugu goriiliir. Bu ifadeyi acarsak,

MB)+u(D’) ~u(BC D)< u(A”) + u(C’) - u(Ac C’)

uAGC)< uBcD) (16)
yazilir. Ote yandan,
D1 C’
=B¢cD’i A¢cC’
Bi A’
ve
uBcCD)suAcC) A7)

olur. (16) ve (17) ifadelerinden

MATC)=uB’cD’)
yazilir.

Ote yandan, (B'ED)EK=AE C’ ve(BEE D’) ¢ K=@ olacak sekilde Olctimii
sifir olan bir K kiimesi vardir. Bdylece, yukaridaki esitligin her iki yaninin
Olciimiinden,

WBED)+uK) = uA€C)

MB)4u(D’) — B¢ D) +u(K) =pu(A7°) +u(C’) —u(Ac C’)
yazilir. Buradan,
mK)-uBcD)=-uAcC)

olur. Boylece,

mK)=u(B'¢D’)— u(AcC’)=0
oldugu goriiliir.
Sonug olarak,

MBE D) +u(K) = u(A'e C’)

ve

UMBED)=uAeC)
yazilir.
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