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OZET: Dogus Universitesi Dergisi’nin ikinci sayisindaki makalemizde, eger A ve
B kiimeleri Jordan anlaminda 6l¢iilebilirse, bu kiimelerin kesisim, bilesim, fark ve
simetrik farklarinin da Jordan anlaminda o6lg¢iilebilir oldugunu ispatlamistik. Bu ma-
kalede, eger A, A,, As,... kiimeleri Jordan anlaminda 6lciilebilirse, bu kiimelerin sa-
yilabilir sayidasinin bilesim, kesisim, ikiger ikiser fark ve simetrik fark islemlerine
gore kapali oldugunu ispatladik.

Anahtar sozciikler: Jordan éligiilebilirlik, olgiim.

ABSTRACT: In our paper published in the second issue of the Dogus University
Journal, we proved that if A and B are Jordan measurable sets, then the union,
intersection, difference and symmetric difference of these sets are again Jordan
measurable. In this paper, we have proved that if A, A,, As,... are Jordan measurable
sets, then countable number of these sets is also closed according to the operations
union, intersection, two by two difference and symmetric difference.
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Riemann integralinin temeli, Jordan Sl¢iimii ve Lebesgue integralinin temeli Lebesgue
olgiimiidiir. Burada hemen akla su soru gelir. Acaba bunlarin farki nedir veya birisinin
digerine gore iistiin yan1 nedir? Bu soruya cevap arayalim.

Kartezyen koordinatlar diizleminde sinirli basit bir M kiimesini ve her x € [a,b] igin
0< f(x)<c olacak sekilde [a@,b] araliginda negatif olmayan bir f fonksiyonunu
gbzoniine alalim. M kiimesinin Jordan 6l¢iimii, onun i¢ ve dis Jordan Slgiimlerinin ortak
degeridir.

M kimesinin dis Jordan 6lgiimii, M kiimesini 6rten sonlu bilesime sahip dikdortgenlerin
alanlarmm infimumudur. M kiimesinin i¢ olgiimii ise, S de M nin tiimleyeninin dig
oleimi ile yiksekligi C olan [a,b] tabanhi S dikdortgenlerinin C(b—a) alam
arasindaki farktir.

Lebesgue S kiimesinin bir alt kilmesinin &lgiimiiniin Jordan taniminda sonlu kelimesini

sayilabilir kelimesi ile degistirdi. Yapilmig olan bu yontem S kiimesinin 6lgilebilir alt
kiimelerinin sayisini bilyilkk oranda artirdi. Bu integrasyon teorisinin Riemann’dan daha
genel ve matematiksel olarak daha genis bir alana yayilmasina 6nderlik etti.



Ali Dénmez, Halit Orhan 40

i. Tamm: R bos olmayan bir kiimeler ailesi olsun. Eger A € R ve A€ R olmasi AAB ve

AN B kumelerinin de R ailesinin Ggeleri olmasint gerektiriyorsa R ailesine bir halkadir denir
(2,5.31).

ii. Tamm: M, N halkast iizerinde tammlanmis bir 6lgiim olsun. Verilen bir A kiimesi ve her
>0 Say1s) icin N halkast iginde
AcAdc A" ve m(ANA") <e

olacak sekilde A" ve A" kimeleri varsa A kiimesine Jordan anlamuinda olgiilebilirdir denir (2,
$.281).

1.Teorem: A,,Az,A},... kiimeleri Jordan anlaminda olgiilebilirse, bu kiimelerin

sayilabilir sayidasi bilesim, kesigim, ikiser ikiger fark ve simetrik fark islemleri altinda
kapalidir.

ispat: A,.A,, A,.... kiimeleri Jordan anlaminda lgilebilir oldugundan her & >0 sayist
icin,

A\ A A vem(A"\A)) <&

A,c 4, c A", ve m(A",\4',) < %2

0]

olacak sekilde ‘R halkasinda A', ve A", kiimeleri vardir (i =1,2,3,...) . (1) ifadesinden,

OA', QCJA, (_:OA”,
i=1 i=l =l
ve

O (A'N\A",) < O(A, VA, < O(A",\A'm)
i=l i=1 i=l

kapsamlarini yazmak kolaydir. Buradan,

U (A”/ \A'r+l ) \ (A'I \AHIH ) < U {(A"I \A'/ ) o (A”Hl \Avi+l )}

i=l i=|

kapsami elde edilir. Bu kapsamin her iki yaninm 6l¢iimiinden,

]

m{o”"' o )} < m{U [y A, >]} e o
i=l e £

esitsizligi gelir. (2) esitsizligindeki ortadaki terim agik yazilirsa,

m(A"NA" )+ m(A" N4 )+ < % + %2 +..= ;82"'

olur.
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iﬁ”
i=1

serisi geometrik seri olup ortak carpan <1 oldugundan yakinsak ve toplami da &

Sayisina esittir. Sonug olarak,

/71{0(/1”, \ A, )} <&

esitsizligi bulunur. Bu da istenen sonugtur,

Ote yandan yine (1) ifadesinden,

M4 =14 =
1 i=l

i=

EDE

All]

Il

i
ve

RIZAY Iy AV ISISTC UMY INS] 3)

i=1 i=1

kapsamlari yazilir. (3) ifadesinin her iki yanmn dl¢timiinden,

m{ﬁ(/l", \A' )} < m{o [(4"\a Yy, \4, )]} < igz-' )

i=1 j=|
elde edilir. (4) ifadesinde ortadaki terim agik yazilirsa,

(A" N4 YO (ANA YU (A" \A ) U (AN UL
= m(§(A" AU (A NAL) O (AN U

m(A"NA" )+ m(A"NA )+ m(4 N\ )+ .. <& 2+?§2 +..= 252“’ =g
i=l

olur. Bu da istenen sonugtur.
Ucgiincii olarak yine aym diisiince ile (1) ifadesinden ve

Uy e 4.0 eJua,)
=1

i=l i=l

kapsamindan,

SICAY IR I=1 | (CIAV U IIO IRV UND] ®)
i=1

i=

yazilir. (5) ifadesinin her iki yaninin 6él¢timiinden

m{U (A" A" )} <AL )+ m(ANA ) <Y 27 =g
i=| i=1

elde edilir.
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Son olarak yine (1) itadesinden,

O(A’, \4".,))c O(A, \V4,.,)c O(A",.\A’,H) (6)
=1 i=) i=1

ve

»

/+I A" U i+l \A,) - LOOJ( ”/+] \A'l ) (7)

i=1 i=l

Cs

i
kapsamt yazilir. Buradan,

O A yoa  ate i 4,00 (4,0 4)
- ! (8)
e e

i=|
yazilir. (8) ifadesinde ortadaki terimi agik yazarsak,

YU A"\

i+l i+l

U{(A, VAL, ) w4, \A,)}: (4 \4,) v (4, \A1)U(Az \4,) v (4, \Az)U-~-
i=1
ifadesi kiimelerin ikiser ikiser simetrik farklarmin bilesimi oldugu goriiliir. Boylece,

»

U {(A”/ UA"/H ) \ (A'/ UA'H—] )} g O {(A”i \A'I ) U (A”/+I \A'Hl )} (9)

/=l i=t
kapsam1 yazilir. (9) ifadesinin her iki yaninin 6lgtimiinden,

m O (A", oA, )\ (A uA', )}} < m[o {(a" 4 Yy A", N\, )}J < igz" =

elde edilir. Bu da gosterilmek istenen sonugtur.
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