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RESUMEN

El método de homogeneizacién asintética es aplicado para homogeneizar una familia uni-
dimensional de problemas elipticos, con coeficientes periédicos y rapidamente oscilantes
que dependen de dos variables riapidas. El problema homogeneizado, los problemas lo-
cales y los correspondientes coeficientes efectivos son obtenidos. Una condicién necesaria
y suficiente para la construccién de una solucién asintética con términos periédicos es
demostrada. Basados en el principio del méximo, se demuestra la proximidad entre la
solucién del problema homogeneizado y la del problema original. Se propone un ejemplo

numérico para ilustrar la justificacién matemética.

ABSTRACT

The asymptotic homogenization method is applied to homogenize a one-dimensional family
of elliptic boundary value problems with periodic and rapidly oscillating coefficients which
depend on two fast variables. The homogenized problem, the local problems and the
corresponding effective coefficient are obtained. A necessary and sufficient condition for
constructing an asymptotic solution with periodic terms is demonstrated. Based on a
Maximum Principle the proximity between the solutions of the homogenized and original
problems is proved. Some numerical computations are used to illustrate the mathematical

justification.
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1. Introduccién

Frecuentemente en la modelacion de problemas practicos
de diferente naturaleza aparece una regularidad que in-
volucra la interaccién de multiples escalas espaciales y
temporales con escalas fisicas que actian desde niveles
atémicos hasta los méas perceptibles.

En general, los modelos matemaéticos asociados a es-
tos problemas estan determinados por una familia de
ecuaciones del tipo L*u® = f dependientes de un con-
junto de pardmetros pequenos € = (€1,€2,...,EN) que
representan el tamano de las escalas involucradas. La
aplicacion de adecuados métodos matematicos que per-
mitan interpretar qué acontece en cada uno de estos nive-
les y cémo estan interconectados representa un problema
de interés actual en diferentes ramas de la ciencia y la
técnica.

El estudio numérico directo de tales ecuaciones re-
quiere de una malla extremadamente fina que hace
practicamente imposible el éxito de su implementacion
computacional.

Sin embargo, el método de homogeneizacion reitera-
da que fue desarrollado en [1] para operadores elipticos
escalares (L€ = div,(A%(x))grad,) ) donde el tensor de
segundo rango A°(z) = A(x/e1,...,x/en) tiene com-
ponentes periédicos y rdpidamente oscilantes) garan-
tiza el paso a una ecuacién homogeneizada L'u’ = f
con (L° div,(A°(x))grad,) ) independiente de los
pardmetros £;(¢ = 1,...,N), mientras que la solucién
u? estd proxima a la familia de soluciones u® cuando los

g; tienden hacia cero.

El tensor A%(z) es llamado tensor de los coeficientes
efectivos u homogeneizados. Esta variante escalar del
operador L° aparece, por ejemplo, en aplicaciones de
transferencia de calor en régimen estacionario donde
u®(z,e1,...,en) denota la temperatura en cada punto
x del medio heterogéneo Q°; el dato f = f(z) es una
fuente de calor; y A°(z) = A(z/e1,...,x/en) es la con-
ductividad térmica.

Otro ejemplo importante para esta familia de ecua-
ciones corresponde al caso de homogeneizacién en medios
porosos (o sea cuando Q¢ es un dominio perforado) por
sus aplicaciones en geofisica o en ingenieria petrolera
(ver, por ejemplo [2]), en donde el enfoque de escalas
miultiples toma en cuenta las longitudes de los poros
(o fracturas) que estdn presentes en los medios porosos
reales.

Este trabajo constituye una introduccién matematica
al estudio del método de homogeneizacién reiterada a

C

través del problema unidimensional:

€

EuE_

L (/e af)

__4 ) = f(2), Ve e Q= (0,1),

con uf(0) = up y u®(1) = w1, donde ug y uy son ambos
ndmeros reales, a(y, z) es una funcién real 1-periddica
respecto a cada variable, positiva y acotada, y = z/e,
z = y/e, € = 1/n, con n natural. Ademds, f es una
funcién continua dada.

2. Condicion necesaria y suficiente para la exis-
tencia de una solucién 1-periédica de la

ecuacion LN = F

Se comenzard demostrando el siguiente Lema, el cual
serd la base de todo el proceso que se realizard mas ade-
lante:

LEMA 1

Sean a(y, z), Fo(y,z) v Fi(y, z) funciones diferenciables
a trozos, que presentan discontinuidades de salto finito
para z € {z1,22,...,%n}, 0 < z; < 1. Ademds son 1-
periddicas con respecto a ambas variables z, con a(y, z)
mayor que cero y acotada sobre [0,1] x [0,1]. Una
condicién necesaria y suficiente para la existencia de una
solucién 1-periddica con respecto a z y que ademads, para
todo j entre 1 y n, cumple las siguientes condiciones de
contacto:

Vw2l = 0 )
|:|:a(y’ Z)%N(y’ Z) - Fl(ya Z):|:| s = 0, (2)
de la ecuacién:
LN = Fo+ %Fl, (3)
para z € {z1,22,...,2,} €s:
(Foly, 2))= = 0.
Aai L= D(atya)g ) (R =

1

[ Fotw )z y (N2

=z;
0
Demostracion:
Necesidad:
Sea N(y, z) una solucién 1-periédica de (3) que satis-

L)

face las condiciones (1) y (2). Entonces LN = Fy + 3
z

Jniversidad Distrital Francisco Jose de Caldas - Facultad tecnoldgica
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es una identidad, y después de integrar de 0 a 1 con res-

pecto a z, se obtiene (LN), = (Fy + §F1>Z, de donde
z

resultan

<F0>z =

= (aly, DN 2) - Fu2)|

—(a(y, );N(y, z) = Fi(y,z )
3 [(atn. ) 2
~(aly )N, 2) ~ Faly, )

N(y.2) = Fi(y,2))

+}'
25

En esta ultima expresién, debido a la condicién (2),
el término correspondiente a la sumatoria se anulard, lle-
vando a la igualdad

(4l 2) 5o N 2) ~ Fily )|

(ol 2) 2N~ Fily, )|

Zi

<F0(y7z)>z =

¥y, por tanto, la periodicidad de a(y, z), N(y,2) vy Fi(y, 2)
implica que (Fp), = 0.
Suficiencia:

Se obtendrd la solucién 1-periédica que satisface (1)

y (2) de la siguiente manera:

FO(yat) =

/ Foy, t)dt =
0

Q

(mw%wa—ﬂ@w)

Q’)‘Q_;
L Q’)‘Qj/_\

NSS‘Q

|

)
=
&

N( )_Fl(yvz)

/\

+F1(y70)a

z=0

Fi(y,z) — a(y),

82 (y,2)

N(y,z) -

= a(y,

QaTQJ
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(ol ) 5 N, 6) ~ Falw, 1))t

0
donde ¢1(y) = aly, O)a—N(y, 2) — Fi(y,0). Notese
zZ z=0
que como el miembro derecho de esta ultima igualdad
es una funcién definida por una integral con limite su-
perior variable, serd continua con respecto a z, es decir,

para todo y € [0, 1], la funcién

[ Rttt + eat) = a2 5 NG 2) = Fao)

es continua con respecto a z, y por lo tanto se cumple

la condicién (2). A partir de ahora serd utilizada la no-
tacion
1

a(y, s)

[ At s o) + )] = 1.2

z de este modo si se contintda con el proceso para hallar

N(y, z) se tiene que:

%N(y’@ = a(;Z) {/0 Fo(y, t)dt + Fi(y,2) + c1(y)|,
= f(yvz)
N(y.7) Jé F(,5)ds + ea(y),

donde co(y) es una funcién diferenciable arbitraria. De
nuevo, el miembro derecho es una funcién definida por
una integral con limite superior variable, por lo tanto
N(y, z) serd continua para todo z y asi se satisface la
condicién (2.1). Ahora solo basta encontrar c¢;(y) tal
que N (y, z) sea, de hecho, 1-periddica con respecto a z.
Para ello es necesario que

z+1
N(y,z+1) — N(y, 2) :/ fly,8)ds=0. (4)
Pero como se cumple que f(y,s+ 1) = f(y,s), en-
z+1 1
tonces/ fly,s)ds :/ fly,2)dz. En efecto,
z 0

f(y75+1)7f(y75)
1

s+1
- = Foly,t)dt + Fi(y, s+ 1) + ¢
| Rd Ras ) +a)

{@ /0 Fo(y, t)dt + Fi(y, s) + cl(y)),
1 st

— [ Fo(y,t)dt — /0 Fo(y, t)dt],

a(y,s) Lo

_ JJL[H%@MM,

- (yl, 5) [/OlFo(y,s)dsy

=)
»

Il
© 9

Asl f(y,s + 1) = f(y,s) como era requerido. Cada
uno de estos pasos es justificado por la periodicidad de

(2014) e Julio-Diciembre e p.p. 9-18 e ISSN 1909-9746 e ISSN-E 2248-4728 e Bogotd (Colombia)
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Fo(y, z), Fi(y, 2) v a(y, ), ademés de la hipStesis de que
(Fo(y,2)). = 0. , Entonces, volviendo a (4):

0 = - N(y,2),

- /O{a(yl,z)(/OzFo(y,t)dtJrFl(y’z))]dZ

L |
+Cl (y) /0 a(y,Z) dZ,
= @A ( [ A Fi.)).
+er(y)(a= (y, 2))-,
lo que implica que
(@ (. 2) ([ Folw. Ot + Fi(y.2))-
(a=1(y, 2))= '

Luego, ha sido demostrada la existencia de una fa-
milia de funciones N(y,z) que se diferencian en una
funcién diferenciable ¢o(y) y satisfacen las condiciones

(1) ala (3).

a(y) =—

Observacién

Si en las hipétesis del problema se tiene la periodici-
dad con respecto a y de todas las funciones involucradas,
entonces la familia de soluciones N(y, z) también sera
peridédica con respecto a este parametro si se le exige la
periodicidad a la funcién ca(y).

COROLARIO 1
Bajo las mismas hipotesis que en el Lema 1, si existe
solucion 1-periédica con respecto a z de

IN=F+2p,
0z

11
//F z)dydz = 0.
00

3. Expansién asintética

entonces

Sean a(y, z) una funcién infinitamente diferenciable para
todo y y z excepto para y € {y;}F; v z € {z:}; v
1-periédica con respecto a ambas variables, que satisface
la desigualdad 0 < a < a(y,z) < B (donde a'y B son
constantes reales), f(z) una funcién real infinitamente
diferenciable determinada en [0,1] y e = 1/n con n € N.
A continuacién se expondra el método de construccién
de una solucién asintética formal (s.a.f.) de una solucién

Universidad Distrital Francisco Jose de

del problema:

—%(a(x/s,x/ez)czg) = f(2), (5)
[fu)]| =0 (6)
Ha(x/s, z/sz)(i;fﬂ . = 0. (7)

en © = (0,1) y con las condiciones u¢(0) = wug y
u®(1) = uy, donde up,u; € R. Aqui z}} representa las
discontinuidades de la funcién a(z /e, x/?) en el intervalo
(0,1):

x}j = & (yl + ])7

xz2_7 = 62'(Zi+.j)7

i=1,...
i=1,...,

,n—1,

.,n2—1.

Se desarrolla u®(x) en una serie en potencias de &
considerando y = x/¢ y z = x/e? se trunca después
del término de orden 4, es decir se considera uf(x) =

u(4)(x7y,z) = uo(:c,y,z)—l—aul(x,y,z) +52U2($>yaz)
+€SU3(x,y,z) + €4u4($,y72)~ (8)

Luego se sustituye (6) en la ecuacién (5) y en las
condiciones (6) y (7), se aplica la regla de la cadena

d 0 1 0 5 0
dr Oz e 8 te 32

se agrupan todos los términos en potencias de € y se
igualan a cero los coeficientes de dichas potencias que
tengan exponentes no positivos. El resto de los términos
es despreciable cuando ¢ tiende a 0.

Luego de realizar este proceso y adoptando la notacion
0 U
Losgu=—(a(y,z)==) con o, = x,y, z, se obtiene el
ot = = (al2)55) con 0.8 = .y

siguiente conjunto de problemas recurrentes correspon-
dientes a cada una de las potencias de ¢:

et L.,ugy = 0,

e 3. L..ur = —L,yug— Ly ug,

e 2 L.us = —Lyyui — Lypug — Lyzuq
_LyyuO - Lzzu07

et L,.uz = —L,yus — Logur — Lyus — Lyyuy
Lyxuo — Ly uq — Lacyu07

el L.us = —Lyyus — Lypus — Ly,us — Lyyus

_Lyxul - Lzzu2 - Lzyul
*meuo - f(x)a

con las siguientes condiciones:

Caldas - Facultad tecnolégica
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Para ¢~ 2:

Ha(y,z)(%? a;;)” =0 1

Para £0:
fwll| =0 a3
fwll| = 0. (9
Ha(y,z)(%u0+681;1+8;;>” =0 ()
Ha(y,z)(%uo+%zl+aa?f)” . =0 ()

A continuacién seran analizados cada uno de estos

problemas.

Problema para ¢~ *:

En este caso se cumplen las hipdtesis del Lema 1,por
lo cual existe una solucién 1-periédica del problema.
Como la funcién nula es solucién de este problema, el
problema tendréd una familia de soluciones de la forma

uo(z,y,2) = v(z,y). (17)

con v(z,y) diferenciable por tramos.
Problema para £ 3:
El resultado obtenido en el problema anterior, reduce
el presente problema a la ecuacion

L,.u = _Lzyu07

es decir, uy(x,y, z) es solucién de

0

0 0 0
( ~5500:2) - 5 0(y),

—a(y,2) =—ui(z,y,2) ) =
o (aly.2) 5-ui (9. 2))
Esta ecuacién también cumple las hipdtesis del Lema
1 por lo que existirda una familia de soluciones 1-
periédicas con respecto a z. Aplicando el método de se-
paracién de variables, se puede considerar una solucion
de la forma
(18)

0
ul(x,yvz) = aiyv(x,y)Nl(yvz) +’U)(.’E,y)

donde Nq(y, z) es una solucién 1-periédica de

D (a0 2) L0 (0.2) + aly. ) = 0.

Antes de pasar al préximo problema, nétese que de
esta ecuacién se infiere que

ay,2) g Ny, 2) +aly, 2) = aly).

donde @(y) es una funcién diferenciable a trozos. Para de-
terminar el valor de esta funcién, se dividird entre a(y, z)
ambos miembros y se integrara de 0 a 1 con respecto a
z, de donde se obtiene

oM+ 1. = (7).
M) +1 = i)

Luego, por la periodicidad de N, se tiene que

N 1
1=l ()=
y por tanto
a(y) = (@ H(y, 22"

Entonces, por las hipStesis impuestas sobre a(y, z) se
puede asegurar que a(y) es l-periddica con respecto a
y, ademds de positiva y acotada en todo [0,1]. Adem4s
tendra a lo sumo discontinuidades de salto finito para

ye{uthi,.

Problema para ¢~ 2:

Antes de comenzar con el andlisis de esta ecuacién
debe notarse que en este problema también se incluyen
las condiciones (3.5) y (3.6), pero en virtud de (3.13),
todas quedan satisfechas.

Por este mismo resultado, se cumple que L,,ug = 0, asi
que la ecuacién se reduce a
Lzzu2 = —Lzyul - szuo - Lyzul - LyyUO-

Aplicando nuevamente el Lema 1, y en virtud de que
(Lyyu1), = (Lyzug), = 0 ya que las funciones involu-
cradas son 1-periddicas con respecto a z, se tiene que
existira solucién 1-peridédica de esta ecuacion si y solo si

<Lyzu1 - Lyyu0>z =0,
es decir, si se cumple
/ 8 0
/a—y w1 (z,y, )—i—a—yuo(x,y)Ddz = 0.
0

(19)

Visién Electrénica Vol. 8 No. 2 (2014) e Julio-Diciembre e p.p. 9-18 e ISSN 1909-9746 e ISSN-E 2248-4728 e Bogota (Colombia)
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Sustituyendo (17)

1
/ ﬁ
0

y (18) en (19):

52 (o) Ni,2)
0
+w(x,y))+a—yv(m,y)])dz = 0,
/ 3 0]
O/ 5 (009 [ o) 5 Na(w.2)

+§yv(x, y)] )dz = 0,

/%(a(y,z) [%Nl(y,Z)Jrl] %v(m,y))dz = 0
0

[ 5@ gotedz = o
0
(@) o) = 0

(20)

Es decir, la ecuacién correspondiente a €72 tiene
solucién si y solo si existe solucién de (20), pero a esta
dltima ecuacion se le puede aplicar el Lema 1, ya que a(y)
es acotada, positiva y periddica. De este modo, existira
una familia de soluciones 1-periédicas con respecto a y
y como la funcién nula satisface la igualdad, la solucién
serd de la forma

v(z,y) = v(x).

Este resultado es muy importante, porque ahora las
funciones ug(z,y, 2) v ui(z,y, z), vienen dadas por

(21)

(22)
(23)

uO(xayaz) = ’U(l‘),
ul(xayaz) = U}(J?,y),
respectivamente.

La ecuacién correspondiente a ¢~2
ducida a la expresién

ahora ha sido re-

L..up = _Lzyul - Lza:qu (24)
Se puede comprobar que la familia de funciones de la

forma

ow dv

ug(z,y,2) = ( +

5y i) N12) @)

(25)

donde c;(z,y) es diferenciable por tramos, satisfacen la
igualdad (24). M4és adelante se dardn condiciones para
determinar esta funcién.

Universidad Distrital Francisco Jose de

Problema para ¢ !:

En este caso vienen incluidas las condiciones (15) y
(16), pero en virtud de (22) y (23), todas quedan satis-
fechas. Como se cumple que L,.u; = Lzyug = 0, la
ecuacién queda reducida a

Lzzu3 = —LZyU,Q — szul — LyZUQ — LyyU1 — LyIuO-

Al aplicar el Lema 1, y utilizando el hecho de que

(Layu2), = (L.pu1). = 0, existird solucién 1-periddica

con respecto a z si y solo si

<LyZU2 + Lyyul + Lny()>z = 0

:)dz _—

1
/%(a(y,z)[%Nl—kl} {%w—k%v:)dz = 0,
0

Si se considera

— My~

w(z,y) @v(x) + co(x),

(27)

con co(x) diferenciable a trozos y M (y) una solucién 1-
periodica de

1o (at) [ M) +1]) =0

entonces se satisface (20).
Nétese que

d(y)d%M(y) +a(y) = a,

con a real. Dicho valor puede ser hallado dividiendo en-
tre a(y), integrando de 0 a 1 con respecto a y y utilizando
la periodicidad de M (y) (propiedad que serd demostrada
mds adelante). Siguiendo este procedimiento se llega a

que
11
Nz//a z)dydz.
0 0

Finalmente, una expresién para us(z,y, z) serfa

d d
uz(x,y,2) = (dig/ -—uv- Ny +ci(z,y).

M+1) -

(28)

Caldas - Facultad tecnolégica
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Problema para &°:

Las condiciones (13) y (14) quedan satisfechas debido
a la no dependencia de ug(z,y,2) = v(x), con respecto
a las variables y o z. Por otro lado tras sustituir (22),
(23) ¥ (28) en las condiciones (15) y (16), éstas quedan

reducidas a

0,

L—|
r
Q!

Q.
=
<
—
8
S~—
—_ 1
| EE—

i
=
Il

0,

2=z
y ambas se satisfacen debido a la independencia con res-

d
t de a— .
pectoayya z eadxv(x)

Antes de continuar, se plantearan los problemas lo-
cales relacionados con este proceso. Dichos problemas,
en virtud del Lema 1, garantizan la existencia de las fun-
ciones Ni(y,z) y M(y) antes mencionadas, asi como su
periodicidad junto con el cumplimiento de determinadas
condiciones de contacto. Ademds, dan las condiciones
para determinar las funciones ¢;(z,y) y ca(z) presentes
en (24) y (26) respectivamente:

Primer Problema Local

Determinar la solucién Ny (y, z) de

2 (a2 2Ny )+ aly, ) =0,

0z 0z
con las condiciones de contacto
M| = o
a( Z)QN( z) + aly, z) =0
Y, Oz 1\Y, Y, o - )
y las condiciones de frontera N(y,0) = N(y,1) = 0.

Segundo Problema Local
Determinar la solucién M (y) de

(w52 +aw) =0,

con las condiciones de contacto

Hd(y)aayM(y) + &(y)”

y las condiciones de frontera M (0) = M(1) = 0.
Continuando con el proceso para hallar el problema
homogeneizado, se analizard ahora la ecuacién

Y=y

Luy = —Lsz3 — L. up — Lyzu3 - Lyyu2
_Lywul - La:zu2 - Lzyul

_Lxxuo - f(m)a

Para ello se utilizara el Corolario 1. De este modo si
dicha ecuacién posee solucién, entonces se cumple que

<Lsz3 + LszQ + Lyzu:g + LyyUQ +
+Lya:u1 + szu2 + nyul +

Aqui se considera

(F(z,y,2)) = /1/1a_1(y,z)dydz.
0 0

Noétese que, en virtud de la periodicidad de las fun-
ciones involucradas, se cumple que:

<Lzy’LL3 + L, zus + Lyz’u?, + LyyUQ + Lyzu1> =0,
por lo que solo es necesario hallar condiciones para que
<Lzzu2 + Lmyul + meuO + f($)> =0.

Tras sustituir (22), (23) y (28) en esta tdltima ex-
presion, se llegard a que la condicién buscada es que v(x)
sea solucién de

_div(x) = f(ﬂ?),

dx?

y luego de fijar las condiciones de frontera como en el
problema original, v(0) = ug y v(1) = uy, se ha obtenido
el problema homogeneizado.

4. Justificacién Matematica

Primero, serén vistos el Lema de Lax-Milgram y algunos
aspectos de espacios de funciones. Para profundizar en
este tema, puede consultarse el Apéndice A de [4]:

DEFINICION 1 (FORMA BILINEAL COERCIVA)

Una forma bilineal a(u,v) en el espacio vectorial V
se dice coersiva si
a(u,v) > a||v||*, Vv € V,con a > 0. (29)

Esto implica que si a(u,v) también es simétrica en-
tonces también serd un producto escalar en V.

LEMA 2 (LEMA DE LAX-MILGRAM)

Si la forma bilineal a(u,v) es acotada y coerciva en
el espacio de Hilbert V| y L una forma lineal acotada en
V', entonces existe un unico vector u € V, tal que

a(u,v) = L(v),Yv €V, (30)
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y que satisface
lullv < ClIL||v-.

Aqui C es una constante positiva.

(31)

El espacio H*

Si una funcién u € L2([0,1]) (funciones de cuadrado
integrable en el intervalo [0,1]), las derivadas de u no
tienen porque existir en el sentido clasico, pero pueden
ser definidas mediante el siguiente método. Considérese
el funcional lineal:

1

/ P w, v € CH(0,1]),

0
donde C§(Q) = {p € C¥(Q);p(z) = 0,2 € 9Q}. Por
el teorema de representacion de Riesz (pp 228,[4]) exis-
te una unica funcién v € Ly tal que L(p) =< v, >.
Utilizando la integracién por partes y el resultado antes
planteado, se llega a que:

1 1 1
/%g@daxz —/ dgpdm—/vgpdm,h’gp € C3([0,1]),
0 0

y finalmente se puede hacer Z; = v. A esta funcién se le

conoce como derivada generalizada o débil de u.

De igual modo pueden ser definidas las derivadas de
ordenes superiores de u, D™u mediante el funcional li-
neal:

1

D"u(p) = (~1)" [ wD"pds, ¥ € G ([0, 1)
0

Una vez introducidos estos conceptos, se define el espacio
H([0,1]) como:

H*([0,1]) = {v € L2([0,1]) : D"™v € La([0, 1]) para n < k},
ademas:
Hg ([0,1]) = {v € H§([0,1]) : v(0) = v(1) = 0}.

Finalmente, en el espacio H* se define la norma || ||; del
siguiente modo:

1

o]l = Z/D" dm

n<k 0

1/2

Formulacion integral y justificacion matematica

Antes de realizar la justificacién, se introduciran algunos
conceptos referentes a la formulacién integral.
Considérese el problema:

Au= (au') = f, V2 € Q= (0,1) (32)

Universidad Distrital Francisco Jose de

con f € Ly. Si se multiplica por una funcién ¢ que se
anule paraz =0y z =1, y se integra de 0 a 1, se llegara

a la expresién
1
/au tpdz—/fgpdz
0

y luego de integrar por partes en el miembro derecho se

transforma en
/ u'o'dr = / fedx.

Una funcién u € H{ que satisfaga (30) para toda ¢ que
cumpla las condiciones mencionadas arriba, se le llama
solucién débil de (29). Ademsds la siguiente relacién se
cumple para esta funcién:

(33)

< YIS

Tanto este resultado como su demostracién pueden ser
encontrados en [4] pp 20-22. La demostracién se apoya
en el Lema de Lax Milgram.

Ahora, de los resultados obtenidos en el proceso para
hallar la expansién asintdtica, se obtuvo que la funcién
uf (x) — u'®(z,¢) es solucién de

[l

A —u) = eF(z,¢).

En esta ecuacién debe notarse que u®(x) — u®(z,¢) €
H{([0,1]) ya que ambas son funciones tales que, tanto
ellas como sus derivadas son de cuadrado integrable, y
ademés ambas toman los mismos valores en la frontera de
[0, 1], por lo tanto su diferencia se anula en dicha regién.
Por otro lado la funcién F(z,¢) tiene a 10 sumo discon-
tinuidades de salto finito en los puntos x”- =c-(yi+74)
por lo tanto es de cuadrado integrable. Luego aplicando

el resultado antes mencionado
lus —u ™y

< CleF(z,e)|p =C1-¢€

De igual modo que en el caso de los coeficientes conti-
nuos, también se cumple que:
uM(z,e) —v(z) = eG(x, ),

por lo tanto
[u®® (z,) = v(@)|l = |eGa, €)1 = Ca -«

Finalmente, por medio de la desigualdad triangular, se
llega a que

[u(2) = v(@)[1 < (C1+Ca)-e =C ¢,

quedando asi demostrada la proximidad entre la solucién
del problema original y el problema homogeneizado.
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HOMOGENEIZACION REITERADA DE UN PROBLEMA DE CONTORNO UNIDIMENSIONAL

REITERATED HOMOGENIZATION OF A TWO-POINT BOUNDARY VALUE

PROBLEM 17
5. Ejemplo numérico
Considérese el subconjunto A del cuadrado unidad [0, 1] x Figura 3. a(z/e,z/?) para e = 1/2.
[0, 1] definido del siguiente modo: .
A = {(0,1/3) x(0,1/4)} U{(0,1/3) x (3/4,1)} U el |
U{(2/3,1) x (0,1/4)} U{(2/3,1) x (3/4,1)}
Ahora serd definida la funcién a(y, z) del siguiente modo: 1 = =
1 si [y,2]eA o 1
a(y, z) = A |
2 s [y,z]€A
extendiéndola de forma periédica a todo R2, Figura 1. R |
En este caso hay presentes discontinuidades de salto e
finito en y € {1/3,2/3} v z € {1/4,3/4}. " o1 0z 93 U4 05 06 07 08 09 1
El problema
du®
2
— , = 0, 34
Figura 1. Funcién a(y, z). d (a(x/e .%'/E ) d ) ( )
@) =0 @)
du®
2
= 0. 36
[etarzarn ]|l (36)

oo

En las Figura 2 y Figura 3 son mostrados los graficos
de la funcién a(x /e, z/e?) para e = 1y e = 1/2 respecti-
vamente.

Figura 2. a(x/e,2/e?) para e = 1.

3

para la funcién a(z/e,x/e?) antes mencionada y las
condiciones de frontera u(0) = 0, u¢(1) = 1 parae =1
puede ser resuelto del siguiente modo:

Lo primero que es necesario hacer es determinar los
puntos de discontinuidad. Dichos puntos son los deno-
tados por z7; en el planteamiento del problema y son
determinados por las siguientes férmulas

1 —
Ty =
2
i

e-(yi+g), i=1,....,k j=0,...,n—1,
T 2 (zi+74), i=1,...,1 7=0,...,n* -1,
Para este caso los puntos son

x e {1/4,1/3,2/3,3/4},

De este modo la solucién estard definida por cinco
funciones de la forma w;(x) = m; ¢ + p;. Para determiar
los coeficientes m; y p; se evalian estas funciones en la

ecuacién (34), en las condiciones (35) y (36), asi como
25f 1 en las condiciones de frontera, para obtener el siguiente
sistema de ecuaciones
ot o
: + : +
16+ B —myo nog = —-My nq
4 4 ’
! + = +
L — -mi+n; = -ma+ng
3 3 ’
D& . “—mg+Mne = -mM3+ng,
3 3
B 3
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1m3—|—n3 = Zm4+n4’
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De (36)
mg 2my,
2m1 = My,
mz = 2m3a
2mz = my,

De las condiciones de frontera

n0=0,

my +nyg =

Tras resolverlo se llega a la solucién

4

ul(z) = Z wi (@) L(a, b,

=0

donde I, p,) representa a las funciones indicadoras de
cada uno de los intevalos definidos por los puntos de dis-
continuidad, y las funciones w;(x) vienen dadas por

12
wo(z) = o

6 3
wy(z) = ﬁx—i—ﬁ,

12 1
wo(x) = 7%~ 3

6 7
ws(z) = ﬁx—’_ﬁ’

12 1
wa(x) = or 1

Solucién del problema homogeneizado:
El problema homogeneizado es de la forma

_d?
a@v = 0,

con v(0) = 0y v(1) = 1, cuya solucién es v(z) = x, es
decir, por los resultados hasta ahora obtenidos se puede
afirmar que

li £ = .
iy " = vle)

En la Figura 4 se muestran las funciones v(z) y u'.

Figura 4. Funciones v(z) y u'.

1

0ar =

0&r b

07r B

06+ B

05+ b

04t 1

03r B

02r =

01F b

0 L L L L L L L L L
0 0.1 0z 03 04 05 0B 07 08 09 1

6. Conclusiones

Se describié el proceso de construcién de una solucién
asintética formal para una familia de problemas de con-
tornos unidimensionales. La técnica empleada combina
las ideas que aparecen en [1] con el formalismo desa-
rrollado en [3] para homogeneizacién simple. Se de-
muestra, basado en el principio del maximo generaliza-
do, la proximidad entre la soluciéon del problema origi-
nal y la del problema homogeneizado. Se introduce un
ejemplo numérico que ilustra tal convergencia cuando
el parametro geométrico tiende hacia cero. El trabajo
puede ser 1til a interesados en el conocimiento del pro-
cedimiento matematico de la homogeneizacion reiterada,
incluso para medios heterogéneos multidimensionales.
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